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THỐNG KÊ 


§1. THI THẬP SỎ LIÍT THÒNG kí;, tẩn sỏ 


I.. KIÉSI THỨC CẨN NHỎ 

1 Thu thập sỏ liệu, báng so liệu thòng kê ban đấu 

Việc làm cứa người điêu tra là thu thập số liệu ve vãn dè. hiện tượng 
dược quan tâm tìm hiẽu. Các sỏ liệu dó dược glu vào một bang, gọi là 
bang sô liệu thong kê han (lân 

2. Dâu hiệu 

• Vàn đc hay hiện tượng dược người điều tra quan tâm tìm hiếu gọi là 
dấu hiệu thường dược kí hiệu là X, Y,... (chữ in hoa). 

Khi người diều tra quan tàm về sự phát triển dán sỏ của cấc thôn trong 
một xà thì mỏi thôn là một dơn vị điều tra. 

• Ung vơi mỏi dơn vị diêu tra có mộ.t số liệu thì số liệu đó gọi là một 
ạiá trị nia (lân hiện. 

Sỏ các giá trị (không nhất thiết khác nhau) của dáu hiệu diíng bang sỏ 
các dơn vị diều tra (thường dược kí hiệu là N). 

3. Tan sỏ của mỏi giá tri 

Mỗi giá trị có thè xuái hiện nhiều làn trong dày giá trị của dấu hiệu. Sô 
f an Uiấĩ hiện ( lia một giá tri trong (Idy giá trị l ùa (lau hiệu (ỉươi gọi hỉ 
f ủn sô nia giá trị dó. 

Giá trị cùa dâu hiệu kí hiệu là X, tán sb cua giá trị kí hiệu là tì. 
rất nhiên can phân biệt X và X, N và n. 

V dụ 1. Gia thành của một sân phám (tính theo lOOOd) của 20 cơ sơ sán 
X Liâit -in plìám dó dtrơc cho như sau: 







15 25 30 25 20 25 30 25 30 15 

20 35 20 . 35 30 15 25 25 20 25 

Bàng 1 

a) Dâu hiệu cần t .111 hiểu là gỉ 

b) Sô các giá trị của dấu hiệu và sô các giá trị khác nhau của dấu hiệu; 

c) Các giá trị khác nhau của dấu hiệu và tần số của chúng. 

Giãi . 

a) Dấu hiệu là,giá thành của một sản phẩm nào đó mà người điẻu tra cần 
tìm hiếu; 

b) Sỏ các giá trị của dấu hiệu là 20 và sô các giá trị khác nhau là 5; 

c) Các giá trị khác nhau là 15, 20, 25, 30, 35 và tần số tương ứng là: 3, 4, 
7,4,2. 

Ví dụ 2: 

Theo dõi 20 chuyến xe khách chạy từ Hà Nội đến Nam Định ta có thời 
gian chạy của xe (đơn vị phát) được ghi trong bảng số liệu thống kê sau: 

115 110 90 115 110 120 90 115 95 120 

110 125 95 90 95 100 110 120 100 110 

Bảng 2 

a) Dấu hiệu cần tìm hiếu là gì? số các giá trị của dấu hiệu đó bằng bao 
nhiêu? 

b) Sô các giá trị khác nhau của dấu hiệu; 

c) Các giá trị khác nhau của dấu hiệu và tần số của chúng. 

Giải: 

a) Dấu hiệu là thời gian chạy của mỗi chuyến xe khách từ Hà Nội dến 
Nam Định. Số các giá trị của dấu hiệu là 20; 

b) Số các giá trị khác nhau của dấu hiệu là: 7; 


c) Các 1 

giá trị 

khác nhau: 

90 

95 

100 

110 

115 

120 

125 

Tần số 

tương 

ứng: 


3 

3 

2 

5 

3 

3 

1 

II. BÀI TẬP 











1. Đo chiểu cao cho 50 học sinh 

của 

trường 

PTCS 

Thái 

Sơn ta 

có Ibảng sau 

(dơn vị: 

: cm) 












Nam 






Nữ 



160 

160 

165 

154 

167 


. 159 

157 

155 

151 

153 

163 

165 

160 

142 

161 


155 

159 

153 

149 

147 

154 

167 

163 

160 

168 


153 

147 

159 

145 

143 

161 

176 

152 

154 

163 


149 

147 

153 

159 

157 

150 

168 

161 

154 

165 


157 

155 

151 

155 

159 



Bảng 3 




Bàng 4 




4 



I lãy cho hièt 


a 1 Dãn 

hiệu c 

hung 

can lìm hicu (ơ ca lì; 

li báng). 




h) ('ác 

giá 111 

cùa c 

l.ìll iliô 

11 và sô 

các gi 

á In khác 

: nhau cua dâu 

hiệu (dí: 

với tìm 

g háng 









ci Các 

giá trị 

khác 

nhau ( 

ma dấu 

hiện \ 

/à tán sô 

của c 

húng (dối 

VỚI tìm 

bàng). 










2. Cán 

50 c|it;i 

1 xoài 

hái từ 

một cav 

la có 

bang sau 

(đơn 

vị gam): 


120 

125 

150 

155 

140 

145 

150 

155 

160 

165 

125 

140 

145 

155 

160 

165 

145 

140 

150 

155 

155 

140 

150 

165 

170 

145 

155 

145 

125 

140 

145 

150 

160 

170 

140 

170 

150 

140 

155 

145 

145 

155 

160 

150 

165 

125 

150 

145 

140 

150 


Bàng 5 

a) D$u '‘ịẹu cán tim hiếu là gì? 

h) Số các giá trị cua dấu hiệu và NÓ các giá trị khác nhau của dấu hiệu; 
c) Các giá trị khấc nhau cua dấu hiệu và tán NÓ cua chúng. 

3. Sang nào hà An cùng di hộ 3 km. Bà An ghi lai thời gian cần thiết dế di 
hét quàng dường dỏ trong 10 ngav như sau: 


Sò thứ tư ngày ỉ 1 ị 2 

5 

4 

5 1 6 7 Ị 8 

9 

,0 

jThời gian (phút) Ị 60 61 

60 

65 1 

60 ị 61 65 j 62 

62 

64 Ị 


Hói: a) Dấu hiệu mà hà Ân quan tàm là gì? và dấu hiệu đó có tất cả bao 
nhiêu giá trị? 

h) Có hao nhiêu giá trị khác nhau? 

c) Viẽt các giá trị khác nhau cua dáu hiệu và lìm tán NÓ cua chúng. 

III. HƯỚNG DẪN GIẢI 

1. a) Dấu hiệu cân tìm hiếu (ớ cà hai hàng) là chiều cao cúa HS trường 
PTCS xà Thái Sơn. 

h) Đôi với hàng Nam NÔ giá trị cua dấu hiệu: 25 
hàng Nữ: 25 

Dõi với háng Nam so giá tri khác nhau cua dấu hiệu: I ỉ. dối với hàng 
Nữ: 0 






c). Đối với bàng Nam: 142 150 152 154 160 161 163 165 '67 168 176 
Tàn số tương ứng: 1. 1, I, 4. 4, 3. 3. 3, 2. 2. 1 

• Đói với bàng nữ: 143 145 147 149 151 153 155 157 159 

Tần sô tương ứng 1 13 2 2 4 4 3 5 

2. a) Dấu hiệu cán tìm hiểu là khôi lượng quá xõài từ một cây xoài; 

b) Số các giá trị của dâu hiệu: 50, số các giá trị khác nhau: 11; 

c) Các giá trị khác nhau: 

120 125 130 135 140 145 150 155 160 165 170 

Tần số tương ứng: 

14 3 4896544 2 


3. a) Dấu hiệu bà Ân quam tân là thời gian đi bộ, có 10 giá trị; 

b) Có 5 giá trị khác nhau; 

c) 


Giá trị (X) 

60 

61 

62 

. .. 1 

64 

65 


Tẩn số (n) 

3 

2 

2 

_| 

1 

2 

N = 10 


§2. BẢNG "TẨN SỐ" CÁC GIÁ TRỊ CỦA DÂU HIỆU 

Ị. KIẾN THỨC CẦN NHỚ 
1. Lập báng tần só 

Vẽ một khung hình chữ nhật gồm 2 dòng: Ớ dòng dầu ghi lại các giá 
trị khác nhau của dâu hiệu theo thứ tự tăng dần, dòng thứ hai ghi các 
tần sỏ tương ứng với các giá trị dó. Bàng này gọi là búng phân phối 
rhựi nghiệm cùa (lấn hiện gọi tắt là bảng "tần sộ”. 

Từ hảng số liệu thống kê ban đầu của ví dụ 1, § 1. Ta có bảng "tân số" s au: 


Giá trị (X) 

15 

20 

25 

30 

35 

Tần SỚ (n) 

3 

4 

7 

4 

0 


Bàng 6 






L ( hu V 

* (Yì thê chuyên bang "lãn sô" (lang ngang sang dạng dọc (chuyến 
lòng thành CỘI) 


(ìlá II Ị (X ) 

Tàn số (n) 

15 

3 

20 

4 

25 

7 

30 

4 

35 

.2 ! 


Bàng 7 

• 6 hoặc IhimỊ 7 giúp chúng ta quan sát và nhạn xét vé giá trị của 

láu hiệu dỗ dàng hơn so với Ixìhx I. Như vậy hàng "tan sỏ" giúp người 
liều tra dẻ cỏ những nhận xct chung về phân phối giá trị của dấu hiệu 
'à tiện lợi trong việc tính toán sau này. 

V dụ I : c rủn kiếm tra sức khoe của 30 học sinh lớp 7A trường c ta dược 
báng S) liệu thống kê sau. (dơn vị kg): 


43 

38 

42 

39 

35 

47 

37 

39 

47 

40 

37 

39 

43 

39 

32 

30 

36 

48 

44 

38 

33 

37 

37 

48 

39 

38 

30 


Bàng 8 


a) Đâu hiệu cần tìm hĩểu ờ đây là gì? 

b) Lập háng "tần số" và rứt ra nhận xét (sô các gia trị của dấu hiệu, sô 
các gi. trị khác nhau, giá trị nhỏ nhất, giá trị lớn nhất, giá trị có tần sỏ lớn 
nhất, cíc giá trị thuộc khoáng nào là chú yếu). 

củi 

a) Dáu hiệu cán tìm hiếu ở dây là cân nặng của học sinh lớp 7A. 

b) TỪ háng số liệu thống kẽ han dầu, ta lạp được hàng "tần số" 


(ìiá ti 
(*) 

30 

_ .. 

32 

33 

35 

36 

37 

38 

39 

40 

42 

43 

44 

47 

48 

Tầm SI 

(m) 

1 

1 

1 

1 

1 

: j 

4 

6 

_ 

5 • 

0 

1 

2 

_j 

1 

i__ 

2 

2 


Bảng 8 

m (ác giá trị của dấu hiệu: 30 

• 5f) các giá trị khác nhau: 14 

• (iá trị nhò nhất: 30 kg 




• Giá trị lớn nhất: 48 kg 

• Giá trị có tần sò lớn nhất: 38 kg (tán sô lớn nhất là 6) 

• Các giá trị từ 37 kg đến 39 kg là chủ yếu. 

Ví dụ 2. a) Từ haiiiỊ 3 do chiều cao của 25 học sinh nam cúai t-ưiờmg 
PTCSThái Sơn hãy lập bảng "tần số"; 

b) Từ bàng "tần sô" rút ra nhận xét về số các giá trị của dấu hiệut, ‘ố cáíc 
giá trị khác nhau, giá trị nào có tần số lớn nhất; 

c) Sô bạn nam có chiểu cao 160 cm chiếm bao nhiêu phẩn trăm ttrcng số 
các bạn nam được đo chiều cao? 

Giải 

a) 


Giá trị 
(x) 

142 

Ị 50 

152 

154 

160 

161 

163 

165 

167 

168. 

176) 

Tần sỏ 
(n) 

' 1 

1 

1 

4 

4 

3 

3 

3 

2 

2 

1 


Bàng 9 

b) • Sô các giá trị của dấu hiệu: 25 

• St" các giá trị khác nhau: 11 

• Giá trị có tần số lớn nhất: 154, 160 hai giá trị này cũng có tấn số lớrn 
nhất là 4. 

, 4 ... 

c) Sô các bạn Nam có chiếu cao 160 cm chiếm — = 16% số học sãnth 
nam được đo chiều cao. 

II. BÀI TẬP 

1. Cho mỗi học sinh kýp 7B ném bóng vào rổ trong 4 phút ta dược số láìn 


bóng 

4 

ném trúng rổ lần lượt là: 
6 8 M0 12 

14 

16 

18 

10 

8 

8 

10 

12 

14 4 

8 

10 

8 

12 

16 

12 

14 

16 

8 10 

14 

16 

16 

8 

4 

10 

8 

18 

12 8 

16 

14 

12 

10 

8 

a) Từ 

bàng 

Bảng 10 

thống kê ban dấu, 1 

lập b; 

áng tần 

sò; 




b) Cho biết giá trị có tần số lớn nh.it; 

c) Sô học sinh ném trúng vào rổ 10 qua chiếm bao nhiêu phần trâ m 


s 




2 . Một lần kiếm tra toán gồm 45 học sinh lớp 7A, thông kê điếm số 


như sau: 

1 

2 

3 4 5 

6 7 

8 

9 

10 

8 

! 3 5 

5 8 

1 

10 

8 

3 

2 4 3 

5 5 

8 

9 

5 

5 

8 5 4 

5 5 

5 

3 

7 

8 

2 3 5 

8 8 

6 

4 

Báng 11 

a) Dâu hiệu diều tra là gì? 
h) Hãy viết các giá trị khác nhau 

trong háng 

số liệu thống ke ban đấu tréĩị 


c) Hãy lập hảng tần sò; 

d) Tính tỉ lệ phần trảm sổ học sinh đạt đièm thấp nhất và (liêm cao nhất; 
c) Ciiá trị nào có tán số lớn nhai 

3. Thời gian hác công nhân Hoà hoàn thành một san phàm (tính theo phút) 
trong ngày 1/9 dược ghi lại như sau: 


28 

30 

29 

".28 

30. 

29 

30 

Ị 32 

30 

29 

31 1 

.30 

31 

1 30 1 

31 

rỉ Ị 

ị 


a) Dấu hiệu ở dãy là gì? Số các giá trị là hao nhiêu? 
h) Lạp hảng tần số. 

I II HƯỎNG DẪN GIẢI 

1. a) Ta có hang "tần số” 


Giá trị (x) 

4 

6 

8 

10 

12 

14 

16 18 

Tần sô (n) 

3 

1 

10 

7 

6 

5 

6 ! 2 

.. . L.L . 


Bảng 12 


b) Giá trị có tần số lem nhất là 8 (tán sỏ 10) 

c) Tỉ !ệ số học sinh ném trúng rổ 10 quá là —- = 17,5 r í 

4() 

2. a) Dâu hiệu dicu tra là điếm kiếm tra Toán của lớp 7A; 

b) Có 10 giá tri khác nhau trong hàng sỏ họu thong ke han dấu: 1, 2. 3. 
4, 5. (\ 7, s. 9, 10; 

c) l a co háng tân sd: 


o 





Giá trị (x) 

1 

2 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

Tẩn sỏ (n) 

[_«, - 

3 


4 

12 

Ọ 

2 

9 

2 

2 


Bàng 13 

d) Điếm thấp nhất là 1, có 3 học sinh dạt điém I so với 45 học sinh lớp 

_ 3 ,,, r ‘ 

7A chiêm ti lệ ~r ~ 6%; 

45 

Điếm cao nhất là 10, có 2 học sinh dạt diêm 10 so với 45 học sinh lóp 

2 

7A chiếm ti lệ — * 4 c /(\ 

45 

e) Giá trị 5 có tần sỏ cao nhất là 12. (sô người dạt điểm 5 là 12 người>. 

3. a) Dâu hiệu là thời gian (tính hàng phút) hoàn ihành một sản phẩm. Có 
16 giá trị. 

b) Bảng tần số: 


Giá trị (x) 

28 29 

30 

31 

32 


Tán sô (n) 

Ị 

Ị 1 

1 

[■— 

6 

3 

2 

N = 16 


Bàng 14 


§3. BIỂU ĐỔ 


I. KIẾN THỨC CẦN NHỚ 

1. Biếu đổ đoạn tháng 

Dựng biểu đổ đoạn tháng theo 
các bước: 

• Dựng hộ trục toạ độ, trục 
hoành biểu diẻn các giá trị X, 
trục tung biểu diễn tần sỏ n (độ 
dài đơn vị trên hai trục có thê 
khác nhau). 

» Xác dinh các dicm gồm cặp sỏ 
giá trị và tần sỏ của I 1 Ỏ (x r iij), 
chú ý phái viết giá trị trước, tần 
số viết sau. 



• Các doạn tháng nối mỏi diem đó với dicm nằm trên trục hoành ‘Cỏ 
cùng hoành dỏ gọi là biêu dồ doạn tháng. 


10 










2. Bieu đo hình chừ nhật 

Thay các doan (hang trong hicu dỏ đoan tháng hãng các hình chữ nhật 
(có cùng chỉcu lỏng) ta dược biếu dô hình chừ nhật. (Tmg cỏ khi cấc 
hình chữ nhật võ sát nhau dê dỏ so sánh. 


3. Bieu do hình quạt. 

Đó là một hình tròn dược chia thành các hình quạt mà góc ớ tâm tí lẹ 

voi tân suàí I í là tan suat N la sò các giá tru n là tan so cua mỏi 

V N 

giá trị. Người ta thương biếu diỏn f d ới dang ti sỏ phân trăm). 

Ví dụ 1. Điẽm kiêm tra thi Anh văn của 30 học sinh trường PTCS Thấi 
Siơn như sau (thang diêm 100): 


ị Ciiá trị (X) (diêm sỏ) 

___*._ ___ ... . ...j 

50 65 

.i 

\ S5 

1.! 

95 

. 

Tan sô (n) 

5 7 

8 

10 ; 

1 Tan suất (f) 

17' í 1 2 3% 

■ 26', 

54' ( 

[. ... ... . 


Bang 14 




Mày lập biêu đổ đoạn tháng, hình chữ nhạt, biêu đổ hình quạt của dâu 
h iệu trên. 

Giài: 


Trên hệ trục toạ dô trục hoành biếu diễn giá trị X, trục tung biếu diễn tần số n. 
Ta xác định dược các diêm AỊ(50; 5), A->(65; 7), AqS5: S), A 4 (95; 10) 


Biểu diễn các diêm Aị, A : , A_v A 4 trên mặt pháng toạ độ. 
Ta có biếu dỏ đoạn thăng (hình 1) 



a) b) 

Biểu đồ hình chữ nhật Biêu đố hình quạt 

Hình 2 


1 




Ví dụ 2. Nghiên cứu vé bệnh hcn, người ta ghi lại mối cùa 40 bệnh nhâm 


này theo bâng số liệu sau: 

Nhóm 

Khoảng tuổi 

Sô người 

1 

1 1 - 20 

7 


2 i - 30 

9 

3 

31 -40 

7 

4 

1 

41 - 50 

14 

5 

51 -60 

3 


a) Lập bảng tần số và tần suuí của dấu hiệu trẽn; 

b) Vẽ biểu đổ đoạn thẳng, hình chữ nhật và biếu đồ tần suất hình Cịtuat 
của dấu hiệu trẽn. 


Giãi 

a) Ta cỏ bảng tán số và tẩn suất sau: 


Giá trị (x) 

1 

2 3 

1 4 5 

(NhóniJ 




1 Tán sỏ ( 11 ) 

7 

_j__L__ 

9 ^ 7 1 

1 ,.j 

;. 

1 Tán suát (fj c /( 

JJĨL S J 

22 1 l 7 ^ 1 

35 1 8 


Bảng 15 


b) Ta có cấc biếu đổ sau: 





Ilêu (lô hình quai i hmh 4) 


II. BÀ TẬP 


Hình 4 



1. liêm tổng kết Toán học kì I cua lóp 7Á cho ơ háng: 


Giá trị (X) Điếm 

uĐién số) j dưới 5 

Đicm 

5 và 6 

Điểm 

7 và 8 

Điếm 

9 và 10 

Ị Tẩn số (n) 10 


14 

. .__.. 

ỉ ĨJ 


Bàng 16 


a Lập lại (htiỉiiỊ l(>) WI dòng tấn suãt cua các giá trị ịhunx 17). 
h Biếu diễn dâu hiệu và tán số hăng biếu dô hình chữ nhật, 
c Biêu diễn tán suất hang hicu do hình quạt. 

2. a Từ háng 7 thêm một cột tán suất cấc giá trị [IhiniỊ IS). 

b Từ háng i 8 biêu diên dâu hiệu và tân số bằng bicu đổ đoạn tháng, 
c Từ bảng 18 biếu dicn tan suất băng biếu đồ hình quạt 


3. ỉ lêu tra số học sinh mỏi lớp của một trường YhCS, ta có bang sau: 


L.rp 

Sỏ học 
sinh 

l.tVp 

Sô học 
sinh 

Lớp 

Sò học 
sinh 

Lớp 

Sỏ học 
sinh 

6v 

40 

7A 

41 

SA 

39 

9A 

38 

65 

... 41.' . 

7B 

42 

SB 

40 

9B 

40 

1 ị 

42 

7C 

42 

s c 

[~ĩiZ 

9C 

3S 

6) 1 

40 : 

7D 

40 

.J1 _J 

SD J 

40 

9D 

39 I 

i . J 


a Từ hàng trên, lập hang tân sỏ các giá trị của dấu hiệu; 
h Theo hang tan sb, vè biếu dó doạn tháng; 
c Tính tan suât cua các giá trị của dấu hiệu; 
d Căn cứ vào báng tán suất, vẽ biếu dồ hình quạt. 
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III. HƯỚNG DẪN GIẢI 


1. a) Ta đă biết tần suất f = Vậy ta có: 

N 


Giá trị (x) 
(Điểm số) 

Điếm 
dưới 5 

Điếm 

5 và 6 

Điếm 

7 và 8 

Điểm 

9 và 10 

Tán số (n) 

10 

20 

14 

6 

Tần suất (f) 

1 20% 

40% 

28% 

12% 1 


Bàng 17 


b) 




(1) Điếm dưới 5 

(2) Điểm 5 và 6 

(3) Điểm 7 và 8 

(4) Điểm 9 và 10 


a) 


Hình 5 


b) 


2 . 


Giá tri (x) 

Tấn sô (n) 

~ 15 

3 

20 

4 

25 

4 

30 

7 

35 2 


I 7(7 lụi hùnX 7 


Giá trị (x) 

Tần sô (n) 

Tần suâ (f) 

15 

3 

15% 

20 

4 

20'% 

25 

7 

35 % 

30 

4 

20'% 

i 35 

1 ...I.. 

1 

10'% 


/w/7/tf /<s 
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a) Đơn vị của càc cột ỉả 1000Ớ 


Hin hô 


b) Biêu dồ hình quẹt 


3. 


a) Báng tần số: 


Giá trị (X) 

38 

39 

40 

-n 

42 I 

Tần so (11) 

2 

1 

6 

ì 1 

4 


b) Biếu đổ: 



Hình 7 


c) Báng tần suất: 


Giá trị (x) 

38 

- —.—1 

9 

40 

41 

1 i 

2 

[ j 

42 ! 

Ị. --— 

1 

‘-r 

Tần sỏ (n) 

2 

.... 

y 

t . .t 

_ . ..... i 

Tần suất (0 

2 


6 

2 

4 


16 

16 

Ĩ6 

16 

16 


(12,5%) 

(12,5% ) ị 

(37,5%) 1 

■ (12.5%) 

(25%) 






d) Biếu dồ hình quại: 

-- Số do góc ớ tâm của các hình 
quạt ti lệ với tấn suất. 

- Sô đo góc ở tâm cùa các hình 
quạt lần lượt là: 45°; 45°; 135"; 

45"; 90" 

Hình 8 

§4. SỐ TRUNG BÌNH CỘNG 

I. KIẾN THỨC CẨN NHỎ 

1. Cõng thức tính sỏ trung bình cộng 

V _ x i n t +x 2 n : + • + x k n k 

x N" : 

Trong đó X|, x 2 ,..., x k là k giá trị khác nhau của dấu hiệu 
n I, n 2 ,..., n k là k tần số tương ứng 
N là sô các giá trị (N = n| +... + n k ) 

X là số trung bình cộng 

2. Ý nghĩa cùa số trun*' .I..I cộng 

Sỏ trung bình cộng thường được đìng làm "đại diện" cho dấu hiệu dặc 
biệt là khi muốn so sánh các dấu hiếu cùng loại. 

Chú ỷ. Khi các giá trị của dấu hiệu có sựchẽnh lệch lớn đối với nhau 
thì không nên lây sô trung bình cộng làm "dại diộn" cho dấu hiệu <dó. 
Số trung bình cộng có thế không thuộc dãy giá trị của dấu hiệu. 

3. Mốt của dấu hiệu 

Mót của dấu hiệu là ỊỊÌti trị l ó tần sô' IỚII Iihấi trong bảng "tần sô" kí 
hiệu là M () . 

v . Đicm bài kiếm tra toán CÍUI lớp 713 học ki I năm 2006 nhí sau: 


ị Điếm số 

0 

1 

_ 

Ị 

3 

4 

5 

6 

7 

X 

9 

10 

Ị c 

ỊSd học sinh 

0 

2 

3 

J 

4 

5 

10 

— 

5 

6 

3 

3 


Bàng.19 
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aìLhobict có hao I hicii ỈKK sinỉ' 'h mi Li! í : ' 

bjTml đicm trung binh b.u hem in.Hì 1 "'Hhoc kì I; 

c) ỉ ínt môl cua (ỉ.HI hiou 

<4// 

aìSõlnc sinh tham gia hem tra ỉ Oan hvK k ! . IíVp 7H la: 

N = 2 + 3 1 - 4 5 * 10 -*■ 4 - 5 •+ ( -* - 45 (học sinh) 

b) Điến trung binh cua ỈV:1 hom tra Toán lá 

ụ 1 >2 4-2x3 + 3> 4 >40 t 5 - 10 t 6.4 0 . Sx6 t 9x3 + 10x3 

À -- . -- 

45 

= 5,(4 

c) Giá :rị 5 có tan sô lớn nha ỉ ỉa 10. V;;\ M . - 5 

Vi du 2 

Klỏỉ hrợng cua 40 con ngưa dược chon ng, I! ! hiên trong hai lỏ thử 
nghiện và doi chứng (dược làm tròn dén kg) dưov 4)0 hai bâng sau: 

Lí thử nghiệm 


30 

128 

121 

140 

130 121 



28 

135 

135 

138 

128 140 



30 

135 

138 

130 

138 130 

130 

135 





Bảng 20 



L( đối 

-■hứng 






30 

120 

135 

140 

128 133 



28 

123 

130 

135 

130 123 



33 

130 

120 

130 

123 128 

128 

133 


Báng 21 

a) lay ập bmg "tàn" của mỏi lô (hiiny 20. hom: 21 j; 

b) rinh số trung bình cóng trong mối lò, ĨÌCU \ nghĩa cua giấ trị trung bình. 

Gio 

a) ìang "tân sỏ" cua lô thư nghiêm Hang tan sò của lỏ đòi chứng 


; X 

Ti'!) V1 ' 01) 

V 

Tiinsô(n) ị 

.M=>~ : 


\ i = 120 

n l = 2 . j 

x 2 = 128 

11. = 3 

X' = 123 

11 ! = 3 

x% 130 

.1* = 6 

xj = 128 

n% 4 

X4= 135 

"! = 4 

v 4 =13<» 

"1=1 .„ 

x s = 138 

11 N = 3 

= 135 

= 3 

x h = 140 

»(, = - 

v = 135 

n f , = 2 

L ...i 

i 

1 87=140 

n 7 = 1 


Bang 22 



Bàng 23 
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b) Xhbi lượng trung bình cùa một con ngựa. 
Lô thư nghiệm 


-7 XịI 1| 4- x : .n : +... + X 6 .T 1 , 

X = -i-L- -- N ■— - 


— X j n ; +• x-.il! + . . +-X 7 . n -r 

.N 

- 2580 


X: - 


20 


= 129 


Nhir vậy khối lượng trung bình của lô thử nghiệm cao hơn ló đỏi chứng. 


II. BÀI TẬP 

1. Đế nghic cứu năng suất lúa xuân ở một huyện miền núi người ta 
chọn ngẫu nhiên ." 2.2 .... . t tỊi.ị lại trong ịhừ/iỊỊ 24) dưới dây 

(năng suất dược tính theo tạ/ha). 


30 

38 

30 

30 

36 

ị2 

35 

34 

34 

34 

35 

36 

30 

35 

35 

42 

38 

35 

35 

30 

35 

?4 

36 

38 

35 

36 

30 

34 

34 

35 

42 

34 

35 

35 

38 

34 

42 

44 

36 

34 

36 

36 

42 

34 

35 

44 

35 

36 

38 

44 


a) Dấu hiệu cán tìm hiếu là gì? 

b) Lập bàng tần sỏ của dấu hiệu. 

c) Tính năiig suất trung bình của 50 thửa ruộng đó. 

d) Tìm mốt của dấu hiệu. 

2. Cân thử 20 con lợn chọn ngẫu nhiên cúa Hợp tác xã chăn nuôi dược ghi 
lại như sau (kế hoạch dề ra khối lượng mỗi con lợn không dưới 130 kg): 

Có 2 con nặng 121 kg Có 4 con nặng 135 kg 

Có 3 con nặng 128 kg Có 3 con nặng 138 kg 

Có 6 con nặng 130 kg Có 2 con nặng 140 kg 

a) Dấu hiệu cần tìm hiếu !à gì? số các giá trị của dấu hiệu; 

b) Tính NÒ trung bình cộng của dâu hiệu; 

c) Tính mốt của dâu hiệu: 

d) Có bao nhiêu phán trăm con lơn dạt dược kc hoạch dc ra về khói lượng. 

3. Theo dõi vận tốc cứa I doàn tầu hoá (tính ra km/giờ), kết quá dược ghi 
lại như sau: 

55 58 56 59 56 60 55 58 56 56 


18 





I ỉ ày cho hiet 

a) Dâu hiệu v an I im !ti< '! ỉa 

h) So tát ca I.K .-Ti ỈM V lu da. hỉ la h.M' 1'!.. 11 

c) Sổ các giá IM khác nha.a .. «!,*.a hi ai f 

d) I ,ập bang lan so V ác gia ỉ vi. lan ỈÌICU. 
c) rinh số trung binh cong ' u gaa !M 

4. Mỏ! ban gieo mot con xúc V i 30 !an. Kcỉ gun dirợc ghi lại là: 

1 4 3 5 6 I : 4 6 5 

2 3 4 5 2 6 I 6 4 2 

a) Dà LI hiệu la gì? 

b) Lập bang ỉ án sb, 

c) Tính sò trung bình (rong một lan gieo: 
ch Cho nhận xét. 

III. HƯÓNG DẪN GIẢI 

1. a) Dâu hiệu can tìm hieu ỉa nang Miãt cua mọt thửa mọng, 
b) Ta cỏ bang tan sỏ" cua dâu hiệu: 


X 

Tàn số : n} 

X| = VO 

n Ị - 5 

= 34 

. 

= 10 

x, = 35 

|] ( = 15 

n.ị = 7 

...... _ \ 

X Ị = 36 

V, = 37 

n s = 5 

x„ = 42 

n„ 5 

- 42 

n , = 3 

J 


Bang 24 

“ 30.5 I 34 10 f 35.15 Ị- 36.7 ^ 37.5 t 42.5 t 44.3 

c y ~ . 50 

* 36 (tạ/ha) 

d) Mốt của dâu hiện M (l - 35 
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1. ạ) Dấu hiệu: Khỏi lượng (tính bằng kg) của một con lợn. số các giá tri.: 20 
b) ta có (Ihìiiị’ 25) của dấu hiệu 



c) Mốt của dấu hiệu: M„ = 130 (ứng với tần sô lớn nhất n = 6); 

d) -Có 6+4+3+2= 15 con lợn đạt được khôi lượng dể ra không dưới 
130 kg. 

Ti sỏ con lợn đạt kê hoạch đé ra về khôi lượng với tổng 20 số lợn là “ 
= 75% 

3. a) Dấu hiệu cần tìm hiểu là vận tốc của tàu; 

b) Sỏ tất cả các giá trị cửa dấu hiệu là: 10; 

c) /Số các giá trị khác nhau của dấu htệu là: 5; 

d) Bảng tần sỏ: 



e) Sổ trung bình cộng: 


Vận tốc (x) 

Tần sô (n) 

Các tích (x.n) 


55 

2 

110 


56 

4 

224 


58 


d 16 


59 

1 

59 


60 

1 

60 


- 

N = 10 

Tổng số: 569 
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4. ' a) I )au hiẹu: So chăm xuaỉ hỉcn Ị lon;.: moi lan gieo; 
h) 


Mật sô xuat hiện < X • ! 

1 3 

4 

5 

6 

i — 


l ãn sò (n) 3 

4 ' : 

4 

*> 

á 

. 4 J 

n = 20. 

1 _ . j 


1.3 f 2.4 • 3.2 * 44 õ 3 -íu 
c) X ----- 3.6: 

20 



c) Sô chấm 2, 4, .6 .xu át hiện nlur nhau va cao nhát (4 lán ). 
SíTcham 3 tán sỏ xuat hiện thàp nhai (2 lấn). 


BÁI TẠP ON ( IU om; III 


L. Điổu tra tầình dỏ học ván cua cong nhàn một xướng ĨI 1 ta có hàng số liộu 
sau: 

có 10 công nhan học het ỉcVp X; 
có 20 còng nhân học hẽt lóp 10; 
có 20 cong nhíìn học het l(Vp 1 1; 
có 50 công nhan học hct lop 12; 

a) Dâu hiệu cán tìm hicu l ì gi? so các gia trị cua dâu hiệu; 

b) Lập háng "tán S(V cua dấu hiOiL 

c) Bi cu diễn tán so cua (lau hiệu hang hiếu do dnan thắng. 
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'ân ! 

lấn lượt 30 

quá 

cam (đơn 

vị gr 

am) ta 

1 được kết 

quà 

sau 


94 

91 

86 

87 

92 

88 

90 

91 

89 

92 

92 

86 

87 

88 

91 

92 

89 

90 

93 

94 

90 

91 

87 

86 

88 

94 

92 

91 

93 

92 


a) Dấu hiệu cần tìm hiểu là gì? sỏ các giá trị cua dấu hiệu; 

b) Lập bảng tán sò và tần suất cúa dấu hiệu; 

e) Biểu diễn tần suất của dấu hiệu bằng biểu dổ hình quạt, 
d) Tính số trung binh cộng và mốt của dấu hiệu. 

3. Theo dõi mức nước tiêu thụ (tính ra m') trong 1 tháng của 15 gia dinh 
được ghi lại như sau: 

24 (m 3 ) 25 20 24 25 20 22 

25 23 24 22 20 24 25 24 

Hãy cho biết: 

a) Số các (ịơn vị điều tra; 

b) Dấu hiệu cấn tìm hiếu; 

c) Số tất cả các giá trị của dấu hiệu; 

d) Sô các giá trị khác nhau của dấu hiệu; 

e) Lập bàng tần số các giá trị của dấu hiệu, 
g) Tính số trung bình cộng của các giá trị. 

4. Một trường THCS có 20 lớp. Sơ kết học kì I, có 4 lớp đạt tiên tiến xuất 
sắc, 7 lóp tiên tiến, còn lại là trung bình. Hãy vẽ biêu đồ hình quạt biểu 
diễn kết quả dó. 

5. Một cửa hàng bán áo sơ mi nam trong một tháng có các cỡ như sau: 



Hãy cho biết: 

a) Dấu hiộu cần tìm hiểu là gì? 

b) Số tất cả các giá trị của dấu hiệu là bao nhiêu? 

c) Sô các giá trị khác nhau là bao nhiêu? 

d) Dựng biểu đổ đoạn thẳng; 

c) Tìm mốt. 




Hướng dân giải 


ì) Dau lì i ọ li can ỉ 11 n lìicu là Hình do học ván cua mõi cong nhai < lìa một 
\ rong in. So các giá trị cua dâu hiệu: 100 
h) 

Chá tri lớp (X ) s ^ 10 11 

Tân sô 00 10 20 20 


c I 
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SO 


a) Dái! hiệu cần tìm hiếu là khối lượng của mỗi quá cam. Sô các giá trị 
cùa dấu hiệu là 30; 


Ciiá trị (X) 

86 

87 

88 ; 

! 86 

. 

90 


93 

94 

Tán sò (n) 


3 


r 2 

3 

[1. IÃ2 


3 

Tẩn suất (0 

10% j 

io%f] 

10.7 Ị 

6,5 %2 

10% Ị 

17', Ị 20% 

0.5%] 

ỈÕ% ' 


c) Biếu đỏ hình quạt 



Hình 11 








d) Số trung bình cộng cùa đâu hiệu là: 

86x3 + 87x3 + 88x3+89x2 + 90x3 + 91x5 + 92x6 + 93x2+94x2 

X _ —-- 


2706 

30 


= 90,2 


Mốt của dấu hịêu là: M() = 92 


3. a) Số các đơn vị điều tra: 15 gia đình. 

b) Dâu hiệu cần tìm hiểu: mức nước tiêu thụ trong 1 tháng 

c) Sỏ' tất cá các giá trị của dâu hiệu: 15 

d) Sô các giá trị khác nhau của dấu hiệu: 5 

e) Bàng tần sô' 


Giá trị (x) 

20 

22 

23 

24 

25 


Tẩn sỏ' (n) 

3 

2 

1 

5 

4 

" 

1*1 


g) Sô trung bình cộng của các giá trị 


20.3+ 22.2+ 23.1+24.5+ 25.4 

A. —- ■— - 


* 23,13 


4. HS tự giải. 

5. a) Dấu hiệu cần tìm hiểu là cỡ áo sơ mi (nam) nào bán chạy nhất. 

b) Sò' tát cả các giá trị của dấu hiệu là: 

10 + 30 + 50 + 80 + 40+10 + 5 = 225 

c) Số tất cả các giá trị khác nhau là 7. 
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Chương IV 

BIỂU THỨC OAỈ SỐ 


§1. KHÁI NIỆM \ í BUI ỉ ỈU < t)\I so Oi \ TRI (T A MỘT 
HIM nu ( f)\i so 

I. KIÉN THỨC CẨN NHÓ 

1. Riêu thức đụi So 

• Một hiếu thức com cac 'O va uic chừ ụhii diện cho các số) và các 
phép toán (cộng, trừ, nhan. chia, nang len i thừa) trên các sò và các 
chữ đó gọi là hi ca thu\ dai sa 

• Các chữ (đại diện cho các sò thuòc mọt up hợp sò nào đó) gọi là 
/)/Vv/ .vờ. Các chữ biêu thị cho mot so vác dinh goi là //<///£ .vô (hàng). 
Người ta thường dung cac chừ X. \ . / . dc chi hiên. a. b, c... đế chi hằng. 
Chang hạn trong biêu thức a\ - b íhi \ là bi.cn, a. b là hang 

• Biếu thức dại sò không chưa biên ơ mau goi là h/cn thức ỉì^uxẽtỉ. 
Bi cu thức cỏ chứa biên o mau goi la hun thưc ỊCIIUI. 

• Chú ý 

• Trong biêu thức dai sỏ vì chứ la dại dicn cho sỏ nôn khi thực hiện 
các phép toán trên các chứ ta có thò áp dụng những tính chát, quy tác 
phép toán như tròn các sỏ. 

Cháng hạn a + h = ỉu a; ab = ba; t.a.a = a 
(a + b) + c = a -t (b + c); (ab)c = a<bc }. . 

, 3xa \ 3abv * c , 

• Các hiếu thức phan nlìir: V : ; . chưa vét ơ chương này. 

2. (ỉiá trị cua mọt hiếu thức dai so 

• Khi thay các biên cua mót biêu thức dai sò bang những số dà cho rồi 
thực hiện các phcp toán dà chi ra trong bicu thức ây (nén có the) ta 
dược một kct qua bang so gọi la giá lii cua biêu thức dai sò tại những 
gtá trị da cho cua các biên 

• Một biếu thức ngu ven xác dinh tai moi giá III cua biên 

3. Bièu thức ban" nhau 

Hai hiếu thức dại so co cung một giá ỉn VỚI mọi giá trị của hicn lây 
tren những tập hợp sỏ xác dinh nao do gọi là hai hiếu thức đại sô bang 
nhau trôn tập hợp so dó 
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II. BÀI TẬP 


1. Hãy viết biếu thức đại sỏ diễn đạt các nội dung sau: 

a) Tích của hai sò X và y cộng với hiệu cùa chúng: 

b) Hiệu lạp phương của hai sô X và y nhân với tổng các lập phương cùa 2 

số dó; • 

c) Lập phương của tổng hai số X và y chia cho lập phương của lìiẹu hai 
số đó (x * y). 


2. Ba người đi xe đạp, xe máy và ỏ tò. Vận tốc xe đạp là 12 km/h, vận tóc 
xe máy gấp 4 lần vận tốc xe đạp, vân ôc o tô bằng tống vận tốc xe dap 
và xe máy. 

a) Hăy viết biểu thức chỉ quàng đường cùa mồi xe đi được sau t giờ; 

b) Hay xác định biến sô trong mỗi biểu thức dó. 

3. Mọt bể chứa nước hình hộp chữ nhạt mà chiều dài, chiều rộng, chiều cao 
có số đo lần lượt là a, b, c. 

a) Hây viết biếu thức chì diện tích xung quanh, diện tích toàn phần và 
thế tích của bể nước đó; 

b) Hãy xác dịnh brến số trong mỗi biểu thức đó. 

4 . Chứng minh các đẳng thức: 

x 2 y-xy .. t , v x 2 -y 2 x-y ._ 

a) —-—= xy với X * 1 b) ——— = — — với X * -y, X * c. 

X_1 X 2 + xy x 

5. Chứng minh rằng các biểu thức sau không bằng nhau: 

a) X - y và y - x; b) (X + 1 r và X'+ 1; 

c) (X - y) và (y - X)'. 


6. Tính giá trị của biêu thức: 

2x 


3y , X y 

2x + § bií, Ẫ '; <y * 0) 


7. Xét biêu thức: 

A - ~~y + x +y 

T: X + y X - ỹ 

a) Tính giá trị cúa A biết X + 2y = 0 và y 0 

b) Tại những giá trị nào cúa biên thì tính được giá trị của A? 
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s. Xct bicu thức B 


X 6 

X+ 3 

.ỉ) 1 í ì 1 những giá 1 1 Ị nào của X tí lì tính được giá trị cua B? 

h) Vói những giá trị nguycn nào cua X thì giá trị của B là sô nguyên ? 

C) lìm giá tn nguvén lớn nhát và giá tri nguyên nho nhat cua B 

9. Chứng minh răng nòu laị > 2 và Ịhl > 2 thì giấ trị của hai biếu thức 

a «■ b . „ 2006 

A , \a B- không hang nhau, 

ab 2005 b 

10. Chứng lo răng Vx, y 6 1, thì giá trị của hiếu thức luôn là sỏ dương 

^ È _ 2..2 ..2 ^ 

M r . 3(x -+ 1H-X'T -+y - 2 

(X + y r + 5 

11. Tìm cặp sổ nguyên dương (X, y) dê hiéu thức sau có giá n i là số nguyên 

2x+2y-3 

A = ——-— 

X + y 

12. Tun GTLN cùa biểu thức: 

X' + y" + 2 

13. Xác định a và b biết ràng: 

a) 3x = (a + b)\ + 2a - b; b) (X + a)(bx - 1) = X 2 - 7x + 6. 

14. Chứng minh dâng thức: 

3y(\-t-l)-6x-6 2(y+ 3) + 2xy+ 6x , - - 

3y-6 ?y ớ y 

III. HƯỚNG DẪN GIẢI 

1. a) xy + (X y>: 

b) (X - y ) (X + y ); 

c) (X + yy : (X - yỶ (X * y). 

2. a) Quãng dường xe máy đi dược sau t giờ là: 12 t (km) 

Quãng dường xe máy di được sau t giờ là: 4.12.1 = 4X t 
Quãng dường ô tô đi dược sau t giờ là: < I 2 + 4.12)t = 60 t; 
bt Biên sỡ trong mồi biếu thức trên là t. 
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3. a) - Diện tích xung quanh bế nước: 

S xq = (a + b).2.c = 2(a + b).c 
' - Diện tích toàn phần bẻ nước: 

s,p = 2(a +’b)c + 2ab = 2[(a + b).c + ab] 
- Thè tích của bè chứa nước: 

V = abc 

b) Biến sô trong mồi biếu thức trên là a, b và c. 
x 2 y-xy _0-0_ /ĩ 

X — 1 "o-l" 

xy = 0, y = 0; 

x‘v — XV 0 — 0 
Cho y = 0, —, = -—7 = 0 

X -1 X - 1 

xy = x.o - 0; V 

x 2 y -xy_4-2 


4 . a) Cho X = 0, 


Cho X = 2, y = 1, 


X -1 


2-1 


xy = 2.1 =2; 

Cho X, y bất kì giá trị nào sao cho X * 1 thì ta được giá trị cúa bi 
ứ hai vè bằng nhau. 

1 

x~y - xy 

Vậy — j L ^=ỵ = xy với X * 1. 

b) Cho X = 1 , y = 1 ta có 

X 2 - y 2 1-1 


1 + 1 


2 

X + xy 
x-y _ ì_-± 


= 0 


X 

Cho X = 1. y = 2 

X 2 -y ; 


I -4 


X 2 + xy 


1+2 


X - y _ Ị_-_2 


I 


= -i 


Cho X = 2, y = 1 

X 2 


1 

X + xy 


4-11 

4 + 2 ~ 2 


iu thức 
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\ y 
X 


6 . 


Cho X, y bât kì gia ỉn nao sao 

ciio X / 

biếu thức (V hai vẽ hang nhau. 


1 

, , X' - \ ■ X V 

Vậy =-. - 

X 4-xy * 


a) Cho X = 2; y = 1. ta co: 


X - y = 2 — 1 = 1 


y - X = 1 - 2 = -1 


'Vậy X - y * y - x: 
h) Cho X = 1. la có: 


. (X 4-1 r = (1 + ir 

= 4 

x : + 1 = | : + 1 = 2 


Vậy (X 4- 1 r *■ x : + 1 • 


c) Cho X = 1, y = 2, ta có: 


(X - y) =(12) 

= (- ir= 

! 

r ỉ 

II 

X 

>x 

= 1 * = 1. 

Vậy (X - y)' * ty - X)\ 


X y - 

— = — ox = 2v 

18 9 


2x - 3y 2.2y - 3y 
2x +3y 2 2\‘3y 

4v 3y 

4y Ọy 

X - y X 4 y (X 4 2\) - 
a) A = - 4-—--' -- • 

x + y X V ( X 4 2V) 

3y ( X + 

\ < X > . 


I) 1,1 được giá trị cua 


(y * 0). 


0 3y 0 y 1 


10 


—' » —= 3+ X = - 4v / 0); 

II ỹ 0 3y 3 3 

h) Tính được giá tri cua A tại nhưng giá trị của các hiên thoá mãn: 

1*0 

j\~y 


\ T V / 0 \ /- \ 

< :> ■; 

V 0 


\ * V 


Vậy tính dược giá tri cua A tai những giá trị cua X và y thoa man điểu 
kiện X Ạ ±y. 
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a) Tính dược giá trị của B tại những giá ưị của X thoá man X + 3 * 0 <=; 
X * -3. 

„ x-6 (x + 3)-9 x + 3 9 , 9 

b) B = J = I - — 

X + 3 X + 3 X + 3 Xi- 3 x + 3 


B có giá trị là sô nguycn khi và chi khi — ” là sô nguyên. Khi dó X + - 
là ước cúa 9, mà ước của 9 là ±1, ± 3, ± 9 


X + 3 


1 

HT"! 

. ”3 

. 

-9 Ị 9 .' 

X 

-4 

-2 

-6 

0 

-12 Ị 6 

_ X -6 

10 

-8 

J 

4 

-2 

ho 

Q 

B = -—“ 

X + 3 






Vậy nếu x có giá trị -4; -2; -6; 0; -12; 6 thì B có giá trị là các sr 
nguyên 10; -8; 4; -2; 2; 0. 

c) Giá trị nguyên lớn nhất cua B là 10 và giá trị nguyên nhỏ nhất của t. 
là -8 


9. ~<ò<ị (vì lal >2)0) 

a lal 2 

111^ 

b ~ Ibl “ 2 (2) 

1 1 1 1 . a + b _ 

Từ (1) và (2) suy ra 2- + -^<2- + ^ci> —— < 1 
a b 2 2 ab 

w . a + b . „ 2006 , , 0 

Vậy A = —— < 1 mà B = ^ 0 ^ > 1 Suy ra A * B. 

1 ». 

(x + y) +5 

3(x 2 + l) + y 2 (x 2 + l)-2 _ (x 2 +l)(y 2 +3)-2 , 
(X + y) 2 +5 (x + y) 2j -5 

Vx. y 6 Q ta có: X 2 + 1 > I; y 2 + 3 > 3 nên 
(x 2 + 1 )(y 2 + 3) > 3. 
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* 0 ỉ 


SUY r;i ( \ ■■ -r I M \ -r 3) 2 

\ à ( X 4 y f •* 3 ' n í 2 : 
l ừ ( I ) VÌI ( 2 i suy , M • í * 


1 1. A 


V 4- V \ t \ \ • \ \ • 

Đe A có gicí tri ỉii NÒ uetivcn lln \ - \ i la ư*v cua 3. Ma, kh 
rác sô nguyên dưoiiù, \ i. \ • 1 i)o do \ - \ - 3. Su\ ra: 

IX L \ 2 

! \ - 2 * \ \ 


12. B 


X" -ry" 4 3 X' • \ : y 2 I 

X 2 + y 2 4 2 X" t- \2 X ' V -2 


X" + V 


B lớn nhât kli! va CUI k!ii 


ióh nhai 


\“ > 0; y 2 > u. nen X - y~ - 2 > 2 

do dó X 2 4- y 2 + 2 nho nhùt hang 2 km X - \ = 0 


Vậì B UVĩ 


ỉ . I 


-Um nhá, = 1 ^ 2 = 1 : kll! x y = 0 

13. HStựlàm. 

14 VT ^ 3 y* x 4 J 2 ; 3> ( \ j \) - 6( X + 

s! 3y 6 3(\ 2) 

3(x -4 1 Ky 2) 


I) 


3( y --2 > 


X V 1 (V ? 2 M 1 ) 


y 2( y 43) 4 2 X y f 6 X 2 (y f 3) 4 - 2 \[ y f 3) 

. 2y -46 .2Ĩy 4 Ỵ) 


2( X 4 1 )íy 4 3) 


= X 4 1 I y /■ -• 3} ( 2 » 


2(v 4 3) 

Từ ( I ) và (2) suy ra: 

3y( X 4 I) - 6x () 2( y 4 3 ) i 2x\ ' 6\ 

~ 2> 6 " 2y f 6 


ác X, V là 
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§2. ĐƠN THỨC 

I. KIÊN THỨC CẨN NHỚ 

1. Đơn thức 

Đơn thức là bicu thức đại sô chi gốm một sỏ, hoặc rủột biến hơậc một 
tích của các sô và các biến. 

, -) 2 -> "> 

Chăng hạn: 9: 0; 3x‘y; — x“y“... là đơn thức 

2. Đơn thức thi’ gọn 

Đơn thức thu gọn là đơn thức chì gồm tích của một sô với các biến mà 
Ynỗi biến đã được nâng lên luỹ thừa với sô mũ nguyên dương 

Châng hạn, đơn thức 5x y" thì 5 là hệ sô, X y~ là phân biến số. 

3. Bậc của dơn thức 

• Bậc của đơn thức đỏi với một biến là sỏ mũ của biến dó trong dạng 
thu gọn của đơn thức. 

• Bậc cúa đơn thức-có hệ sỏ khác 0 là tổng sỏ mũ của tất cá các Kicn 
dó trong dạng thu gọn của đơn thức đó. 

• Sô' thực khác Thông có bậc 0, sô 0 coi là đơn thức không có bậc 
Chẳng hạn, đơn thức 5x‘y'V s có bậc là 10(2 + 3 + 5 = 10) 

4. Nhán hai dơn thức 

Để nhân hai đơn thức đa nhân các hê số với nhau và nhân các biên 
với nhau. 

Ví dụ 1. Thu gọn các đơn thức sau: 

, .2,. 2 V . 4 1 ..2..1.3.2 

3xy (X y ): 4x y l^-ịx yjx y 

Giúi \ 

T 1 V 1 s 

3xy"(x‘y ) = 3x y 

, 4 2f 1 „:..ì „3..2 _ „v..5 

4x y — -X y X y = -X y 

V 4 ) 

Ví dụ 2. Thu gọn rồi tính bậc của dơn thức san 
3xyỊjxy]xy 2 



(im V\ y ì ; \\ : \ \ \ '*\ 

Ba cua clctĩi thưc ỉn 1 0 í ị ♦ n ■ ỊI h 

V iđu 3. ỉ Ti ực lnẹn phcp n!ì.m N.iii 
3\ \ 2\\ ị\ \ 

. 1 í Ạ 2 1 ỉ i *> 

(ỉm 3x“\ 2\v -4\ \ - (3.2.4) \ \ \\ \ \' 


II. BÀirẬp 

1. Thi gọn các dơn thức. chi ra phan hệ so chi ra hac cua chúng 

i T "> I ' I 1 „ ị 2 

a) 7 y Y~x~; h)5\ \ ( 3‘\; c) _ \V ( I 3X y v\ 


2. Thrc hiện các phép nhan đơn thức 
a) v\~y.(),8xy \ IO\ \; 

h) -0,5a~b.(-2ab 2 c.).Sc~b : a; 

3. Tin đơn thức p biet: 
a) > - 4\ V = 5\ ) : 

4. Tin don thức ọ hiet: 


c ) -( ),32a f h { ~ I00ab').a V\ 
h) -2\v p = 6x k ^ ! y“ (k G N) 


Tin don thức ọ hiet: 

■ * 2 
a) Ọ. Ị ~-\ 2 y j = (2x\V: h) í-9x yv. (2\y) = Ị -x 2 y~ j ọ 


5. Tin các sỏ a, b, c th« v i màn các dicu kiện sau: 

1 1 ỉ 

aỉ = “ : ac = - và hc - ---■ 

10 20 50 

6 . Tm dơn thức p bict 

a)l.2x k y k 1 = ' \ k ‘V ■' (k N. k > I) 

h) :x k 'y k .p = x y (k . N. k * I ). 


7. Thi gon các dơn thức sau: 

. : í 4.2 >2 \ 

a) (!x ỵ / ) . ( X \ /) 

Uw. n u n+ k. n 4 / ,3i3 O! II _ V 
h) (t h c ) .(a h c ) < k. n • \). 

8. Tin các sô \. y, / thoa man các dieu kiện sau 

\~y/-• 2; x\~/: = 2 và xy/~ = 2 
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III. HƯỚNG DẪN GIẢI 


ị T 4 2 _ 

1. a) ly yx“ = ly x~ có hẹ sỏ 7; có bậc 6; 

TI \ 

b) 5x“y-(-3)y = — 15X~y có hệ sổ là 4; có bậc 5; 

c) ~xy“ (-I5x 3 y)yx 2 = -3x 6 y 4 có hệ số là -3; có bậc 10. 

2. a) 5x 2 y.O,8xy \ lOx y = 40 xV ; 

b) -0,5a 2 b. (-2ab 2 c).8c 2 b 2 a = 8a 4 bV\ 

c) -0,32a 6 b\(-100ab 2 ).a 4 b 6 = 32a 11 b 14 . 

1 « ^ —5 T 2 . ^ 5 1 1 

3. a) p.4x y = -5x y = — x‘y'.4x y. Vậy p = x‘y' ; 

b) -2xy 2 .p = 6x k+l y 2 = -2xy 2 .(-3x k ). Vậy p = -3x k (ke Ni. 

4 . a)Q.Ịjx 2 y] = <2xV 

Ọ.ịxV = 8 xV = 64x\ -Uy. Vậy Q = 64x\ 

X o 

b)(-9xV) 2 .(2xy)=Qx 2 y 2 ]'.Q 
81xV.2xy= ix 4 y 4 .Q 

Ệx 4 y 4 . 1458xV= ịx 4 y 4 .ọ. Vậy ọ = 1458 x y. 


5. • ab = -ị^ (1); ac = 2 Q (2) và bc = ~ (3) 
Từ, 1 )(2) (3) suy ra: ab.uc.bc 


o (abc) 4 = 


2 = (-=l) 

100 ) 


. Suy ra abc = ± 


100 


Xét trường hợp abc 


100 


(4) 


Từ (I) và (4) ta có: 


abc = —4- 

!()(> ._ I 

. 2 _ =>“15 

ab = T7) 
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Từ (2) và (4-) ta có: 


abc 


100 


ac • 


20 


abc 


ĨTr (3) vìi (4) ta co: 


1 

1 ()0 . i 

=> a -- ■ 


hc 


50 

1 


Xót trười g họp ahc = —“ (5) 


abc = 


Từ (I ) và (5) ta có: < 


100 


=> c = • 


ah = — 7 “ 

10 


10 


I abc - 


Từ (2) và (5) ta có: 


-1 

100 , I 

==> b = — 

1 5 


ac 


20 


'l ư (3) và (5) ta co: 


Vậy ta co: 


abc = 


100 


bc = —7 

50 


6. a)P.2kV 1 


b= 5 va 


10 1 
I k 2 k ♦ 1 

4* y 


c " 10 


1 > T k 1 k D _ k k+5 

b) 3x y .p = X y 


P ."\ K k I -N k k ỉ 

,2\ y = 2x } 


r . „ \ 2 2 
Suy ra: p - ~ — x~y 
4 - 


-- X y ■ 
4 - 


3x k y.p-3x k y.ixy 5 


Suy ra: P-ịxy 5 
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7. 


... 4.2, .4 _ , 4,(>„s 12X4 _ „16 14 12 

a)(2x y z ) (-X X /.) = 4x y / .X V z = 4x y / 

» ầ , ,n L n+l _n,k , k|_k k+l.n nk, nk+k nk Jik , kn kn+n 

h) (a h c ) .(a h c ) = a b c .a .b c 

2nk , 2nk+k 2nk+n _ 2nk|k<2n+I) ri(2k 4-1 
= 'ứ n c = a b L 


2 ^ N 1 1 Ị 7 

8. x^y/ - -2; xy^x = 2 và xyz~ = -2 nên x~yz.xy“z xyz~ = ( 2 1.2 ( 2) = 8 

Vậy x\'V' - 8 => xyz = 2 

T , . , , X yz. -2 ^ 

ĩa lại có: —— •■= --- :=> X = -1; 
xyz 2 

xy 2 z 2 xyz : -2_ 

xyz 2 xyz 2 


§3. ĐƠN THỨC ĐỔNG DẠNG - 
CỘNG TRỪ ĐƠN THỨC ĐỔNG DẠNG 

I. KIẾN THỨC CẦN NHÓ 

1. Đưn thức đồng dạng 

• Hai đơn thức đồng dạng là hai đơn thức có hệ sô' khác 0 và có cùng 
phần biến. 

, 1 1 ") 1 

Chảng hạn, 3x"yz; x"yz và 5x"yz là ba đơn thức đông dang. 

• Các số 0 dược coi là những dơn thức đổng dạng. 

2. Cộng, trừ các đơn thức đổng dạng 

Muôn cộng (hay trừ) các dơn thức đổng dạng ta cộng (huy trừ)cátc hệ 
số vci nhau và giữ nguyên phần biến. 

Ví dụ 1. Hãy xếp các đơn thức sau thành nhóm các đơn thức đổng: cạnig: 
3a 2 b; 5ab\ 6a 2 b 2 ; 7ab\ 1 la 2 b 2 ; 6a : b; 

Giúi 

3a 2 b; 6a 2 b 
5ab\ 7ab\ -i a b 3 
6a 2 b 2 ; 1la 2 b 2 
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Ví (ỉu 2. a ) Tim tong p 4 V\ 


s \ \ a ' \ \ ; 

h) Tun L’ 1 í In cua p hicl \ - i . 1 \ 

(//<//. a) p = (4\\ 4 3\\ ) C\\ - ' T \\ I 

= 7\y 12\\ S\v ; 

h) VV)'| X - I và y = I thì p - 5. ỉ I 1 I 

II. BÀI TẬP 

1. Điên các đơn thức thích hợp vào (■) trong 

;i) 5x , y“ +□ = 7xV: ' 5\ ; - -3\'; 

‘•’)Ũ + D-C = x V’- 

2. lìm tổng rồi tính guí trị cua tông tại \ \ \ ỉ 

a) H)\~ v 4 5x~y 7\'v S\~v; h s-,\ 7\\ 4 5\\ 2\v: 

c )-4\ V 4 3x \ 4 \ \ 2\ \ 

3. Cộng, trừ dem thức: 

I : ĩ 2 2 2 I 

a) v x "> 1 4 * y 3 x ~y 3 x “y: 

h) >a 2a - 4a 4 7a a 4 a ha (11 * N). 

4. Tun d(m thức M biết: 

2 . } 1 ? ì I , ì 2 >, . 

a) M 4a~bc = ~-írhc t- v i‘hc yìlv ; 

h) (2a V) ? 4 M - (.li x V' S(a“x~v 4 í a\; 

5. Cho các đơn thức: \ = \“v \ à B = \\ 

a) Chưng to rằng nêu 2x 4 y - I thì 2A 4 H \\ 

b> ('hưng tỏ răng ne LI X 6 -2 V c ' \a \ ' \ dua hct cho I ! thì A - 3B 

cũng cl ia hêt cho 1 Ị. 

6. Cho biển thức: 

[_) - 7.2 - ì 4 I 4 2 ! ’ c . • ’ c ĩ 1 4 i » r 

I = 2a • a 4- Sa 4 3a (n r N) 

Với giá trị nào cua a thì p > ()*.’ 

7. Cho bieu thức 

Q — ?v ^ 3\ 4 2X - 4\ ■ \ 

Với giá trị nào cua \ yj i- !h’ ọ < (< : 


- \ (k f ■ N) 



8. Tim X biết: 

X n - 2x n+l + 5x n - 4x n+l = 0 (n e N. n * 0). 

9. M = 3a 2 x 2 + 4b 2 x 2 - 2a 2 x 2 - 3b 2 x 2 + 19(a * 0, b * 0). 

Tim GTNN của M. 

III. HƯỚNG DẪN GIẢI 

1. a) 5x 3 y 2 + Q = 7x 3 y 2 nên Q = 7x 3 y 2 - 5x 3 y 2 = 2x 3 y 2 ; 

b) n - 5x 3 = -3x 3 => n = -3x 3 + 5x 3 = 2x 3 ; 

c) 2x' y" + 3x y - 4x y“ = X y (bài toán có nhiều lời giai) 

2. a) p = 10x 2 v + 5x 2 y - (7 + 5)x 2 y = (15 - 12)x 2 y = 3x 2 y. 

Với x = ■“ và y - -1 ta có p = 3,Ị4 j .(-!) = “ ; 

b) Q = 8xy - 7xy + 5xy - 2xy 

xy + 5xy - 2xy 

V—-- v - 

6xy - 2xy = 4xy 
Q= 4.1 (-1) = -2; 

c) R = 4x 3 y + 3x 3 y + x 3 y - 2x 3 y = 3x 3 y + x 3 y - (4x 3 y + 2x 3 y) 

= 4x 3 y - 6x 3 y = -2x 3 y 

3. Cộng, trừ đơn thức: 

l i., ,3 2., 2 2 1 2., _ ( 1, 3 2 1^2.. 

a) Ỷ x y + 4 X y~3 X y-3 X y = [ị* 4 3 3 J x y 

1 0 
4 xy: 

tv c. n /V n+1 >4 . n . q n+l n , n+1 , n+l , _ VTV 

b) 5a - 2a --4a + 7a -a +a - 6a (n e N) 

= (7a - 6a +a - 2a ) + (5a - 4a - a ) 

= (7 - 6 + I - 2).a n+ ' + (5 - 4 - I )a n 
= 0.a n+l +0.a n =0. 
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a) M 

4a bc = — a~bc' f _ V 

rbc' 


, í \ 1 *> \ 


M 

4a‘bc = — 4 — 

a 2 hc 


V 1 ĩ 



M 4a~bc * = — a~bc \ 

6 

\ ' 1 2 X 

M = 4a~bc 4 — a“bc 
6 

Vậy M=4ịa : hc\ 

6 

1 ^ ■> T } 

b)(2a~x~) + M = (3a'x r ~ 5(a“x ) 4- (- ax) 

/-» 2.24 %, c 6/1 66 
(2a X ) 4 M = 9a X - >a X 4 a X 

Xa í ’x < ’ + M = (9 - 5 + I )aV 

M = 5aV - 8aV 

M = (5 - 8)aV’ 

Vày M = -3aV. 

"> 1 

5. A = x~y; B = xy 

*> 1 

a) 2A + B = 2x y + xy = xy.(2x + y) = xy. 1 = xy 
Vậy 2 A + B = xy 

1 o 1 

h) A - 3B = x~y - 3B = x'y - 3xy~ = (x - 3y)xy mà x - 3y chia hết cho 11, 
nên (X - 3y)xy : I 1 

Vậy A -3B : 11. 

6. p = 2a 2,,+ l - 3a 2n + 5a 2n+l - 7a 2n + 3a 2n+1 

= lơa 2n+l - 10a 2n = 1 ()a 2 "(a - l)(n e N). 

Có a 2n > 0 với Va nên p > 0 khi a - 1 > 0. Vậy a > 1 . 

m s~~\ £ k+2 “5.4 '•x k-f 2 4 k k+2 k 

7. Q = 5x 4 3x 4 2x 4 4x 4 X 4X 

= 8x k+2 + 8x k = 8x k .(x 2 + 1) (k e N). 

Có X 2 > 0 nên X 2 + 1 > 1 > 0. 

Suy ra ọ < 0 khi x k < 0; 

mà x k < 0 khi X < 0 và k là sỏ tự nhiên lẻ. 

Vây Ọ < 0 khi X < 0 và k là số tự nhiên lẻ. 
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= 0 (II e N, II * 0) 


o 11 />11+1 , c..n A .11 ♦ 1 

8. X - 2x + 5x - 4x 

6Á 6x = 0 

6x"(l - x) = 0 

* 6x" = 0 (n c N. n / 0) 

X — 0 

* 1 - X - : 0 

X = I. 

Vậy X = 0; X = 1 . 

9. M = 3a 2 x 2 + 4b"x' - 2a 2 x 2 - 3b 2 x 2 + 19 

1 T 0 0 

=a~x~+ b‘x"+ 19 
= (a 2 + b 2 ).x 2 + 19 
Vì a * 0, b t- 0 ncn a 2 + b 2 > 0 
Và X 2 > 0 với Vx 

Suy ra (a 2 T b 2 )x 2 > 0; Vf = (a 2 + b 2 )x 2 + 19 > 19. 

Vậy CTNN của M = 10 \hi X = 0. 

§4. ĐA THỨC 

I. KIẾN THỨC CẨN NHỚ 

1. Đa thức 

Đa thức là một tổng của những đơn thức. Mỗi đơn thức t«v-ig t'ỉng gọi 
là một hang tử của đa thức đó. 

Chăng hạn, đa thức 3x“ - 2x + 1 thì 3x“, -2x, 1 gọi là hạng tử. 

Người ta thường kí hiệu đa thức hàng các chữ in hoa A, B, c M, N. p,ọ... 

2. Thu gọn đa thức 

Một đa thức N có những hạng tử là những đơn thức đồng dạng. Thực 
hiện phép cộng, phép trừ các đơn thức đỏng dạng ta dược một đa thức 
khóng CÒI. hạng tử nào đổng dạng, ta gọi da thức này là dạng thu gọn 
cùa đa thức N. 

Chăng hạn N = 3xv~ + 5x“y - 2xy" - 3x“y -3 + 5 

T O 

= xy" + 2x"y + 2 

Thì xy" + 2\ y + 2 là dạng thu gọn của da thức N 



\ lỉác của da thưc 

:ỉac cua da thức là bậc cao nhát nong dạng tlui gọn cúa (la thức đó 
♦'hang han da thức N có bác 2 

Vì du I. Thu gọn da thức: M = 2a \ a\ 4 l a*'x -f a\' 4 2 1 1 
(lui M = 2a X ax a a X a\ 4 2a 

1 ^ } i * 4 4 

= (2a"x a~x ) 4 (ax a\ >4(2a a ) 

\ * . 4 

- a X 4 a . 

Vidu 2. Bậc của da thức 

ỊL m . c .. 7 ,<>/'' 1 \ - 3 . -»67 1.'. 

M - 3X y 4 ?xy - 3x y 4 -X V 2x y 4 3x y la 

A4 B.6; Cl? D.5 

(lia M = 3x V 4 ?xy S 3x f \ 7 4 ^ \ V - 2x Y + 3x r ’y 7 = 1 - X Y 4 5xy 

Vív bậc cúa da thức M là 6, nôn đáp án B dứng. 

II. BÀI 'Ập 

1. (ỉi; gạo tc là X (đ/kg), giá gao nép là y (d/kg), giá ngô là / (đ/kg). 

a) lây viết bicu thức dại sỏ bici thi sô tiền mua 10 kg gạo tc, 3 kg gao 

uế| và 1 kg ngô 

h) ìicu thức tìm dược ở càu a) có phải là đa thức không? 

2. Mã' vièt biếu thức đại sỏ diễn đạt nội dung sau: Hai lấn tổng các bình 
phtơng của hai số x và y trừ di ? lán hiệu các bình phương của hai sớ X 
và ' cộng với 4 lần tích hai sô dỏ 

tìiéi thức vừa tìm dược có phai là da thức không? Hãy thu gon và xác 
(lịm bậc của I 1 Ó 

3. Ou da thức: 

A 2000 s 2(X) 1 ~ 1990. 15 -103 100 . .10. 3 ~ 8 5 , ~ 

A - X X X X 4 2x X 3x X 4 x X 2x X 4 2 

a) Tm gọn da thức A; 

b) ỷ ác (lịnh bậc của A: 

c) "inh giá trị của A biết Ịxl - 1 

4. Xcibicu í hức: 

p=u 2 } I xy/. (2xy/ x"z) 4\~/t-Ị3\~) (4xy/ 5x / 3\y/)|Ị 

a) Nỏ ngoạc rồi thu gọn: 
b /' ĩìh ciá tri của V tai X ■ ■ I; V = 2; 7 = 3. 



5. Xét đa thức: 


P _ -> 11+1 - 3„11 , c . n+l -1 n , T n+! /_ _ 

= 2a - 3a + 5a ~ 7a 4 3a (n e N) 

a) Thu gọn p. 

b) Với giá trị nào của a thì p = 0? 

6. Với giá trị nào của X thì: 

Q _ c n+2 , 3 n , -> n+2 , t n+2 . n ,* 0 , KTX 

= 5x 4- 3x + 2x 4 4x 4 X 4 X = 0? (n xc N). 

7. Cho một da thức bậc hai f(x) = ax 2 + bx + c; a, b, c nguyên. Giả sủr f(x) : 3 
khi X nguyên. Chứng minh rằng a. b, c đều chia hết cho 3. 

III. HƯỚNG DẪN GIẢI 

1. a) lOx + 3y + z; 

b) A = lOx + 3y + z là 1 đa thức. 

2. A = 2(x 2 + y 2 ) - 3(x 2 - y 2 ) + 4xy là đa thức 

A = 2x 2 + 2y 2 - 3x 2 + 3y 2 + 4xy 
2 2 

A = -x' + 5y + 4xy 

, ” 2 2 . 

Bậc cùa đa thức A = -x' + 5y“ + 4xy là bậc 2. 

, . _ „2000 „5 „200 „3 . -»..1990.15 ,.103.100 , „10„3 -»„K„5 . ~ 

3. A = x .x-x .X + 2x X -3x X + XX-2XX+-2 

a) A = X 2005 - X 203 + 2x 2 K 5 - 3 x 2W + X 12 - 2x 13 + 2 

A = 3x 2005 - 4x 203 - X 3 + 2; 

b) Đa thức A = 3 x 2005 - 4x 203 - X 13 + 2 bậc 2005; 

c) |x| = 1, suy ra X = ± 1 

. Vớix= 1 thì A = 3.1 2003 - 4.1 203 - 1 13 + 2 = 3 - 4 - 1 +2 = 0 
. Với x = -1 thì A = 3.(-l) 2005 - 4<-l) 203 - (-1 ) 13 + 2 = -3 + 4 4 1 +2 = 4 
Vậy A = 4. Khi X = -1 và A = 0 khi X = I. 

4. a) p = 3x 2 y - {xyz - 2x^z + X 2 Z - 4x 2 z + 3x 2 y - 4xyz + 5x 2 z + :3xyz| 
p = 3x‘y - xyz + 2xyz - x“z + 4x z - 3x y + 4xyz - 5x z - 3%yz 
p = -2x 2 z + 2xyz 
p = 2.(-l) 2 .3 + 2.(-l).2.3 = -18. 

5. a) p = 2a n+l - 3a n + 5a n+l - 7a n + 3a n+l (n G N) 

= (2 + 5 + 3)a" +l - (3 + 7)a n 
= 1 Oa n+1 - 10a" 

= 10a".a- 10a n 
p= 10a n (a- 1) 
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b, p = 0 o i()a n (a I ) = 0 o a" = 0 hoậc a 1=0 

* a" = 0 khi a = 0, và n * 0 

* a I = 0 khi a = 1. 

Va> p = 0 khi a = 0 (n * 0) hoặc a = I 

6. Q - 5x +3x + 2x + 4x + X + \ 

ọ = <5 + 2 + 1 )x n+2 + (3 + 4+1 )x" 

Ọ = Sx n .x 2 + Xx" 

Ọ = Xx n ( X 2 + I) 

Ta có X 2 > 0 Vx => xì + I > 1 > 0 Vx 

n í X = 0 

Suy l a Q = 0 o X = 0 <=> ị 

[n^O. 


7. Hico già thiết f(0) : 3 mà f(0) = c => c :3. 

Vậy f(x) - c = ax“ + hx cùng chia hết cho 3 (x nguyên) 

i (1) — a 4“ b 4" c 

Ta có =>f(l) + f(-l) = 2a-f 2c 

f (-1) = a - b + c 


Mà f( I) + f(-l) chia hết cho 3 suy ra (2a + 2c) chia hết cho 3 mà 2c chia 
hết cho 3 => 2a chia hết cho 3 :=> a chia hết cho 3. 
f(1) - f(~ 1) = 2b, ta có f( 1) - f(~l) chia hết ch 3 nên 2b chia hct cho 3 
^=> b chia hết cho 3. 


§5. CỘNG, TRỪ ĐA THỨC 

I. KIẾN THỨC CẨN NHÓ 
1. Cộnịỉ hai đa thức 

Muốn cộng hai đa thức ta có thê làm như sau: 

• Viết liên tiếp các số hạng của hai đa thức đó cùng với dấu của chúng 

• Cộng (hoặc trừ) các đơn thức đổng dạng (nếu có). Trong quá trình 
thực hiện các phép toán cộng, trừ có the sứ dung tính chát giao hoán, 
kết hơp. 
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2. Trừ hai da thức 

Muốn trừ hai đa thức ta có the làm như sau: 

• Viết các số hạng của đa thức thứ nhát cùng với dấu cua chung. 

• Viết đa thức thứ hai trong dấu ngoặc và dật dấu " trước dấu ngoặc. 

• Bỏ dấu ngoặc sau đó cộng thoặc trừ) các dơn thức dông dạng (nếu 
cỏ). Trong khi thực hiện phép tính 'V hoặc ta cổ thê sử dụng tính 
chất gkio hoán và kết hợp. 


Ví dụ. Cho hai đa thức M - 3x - 2y + h và N = ~2y + h. Tìm tổng và 
hiệu hai đa thức này. 

Giải. M + N = 3x - 2y + b - 2y + b = 3x - 4y + 2b 

M - N = 3x.2y + b- (-2y + b) = 3x — 2y -t- b -H 2y - b = 3x 

II. BÀI TẬP 

1. Tính tống và hiệu hai đa thức sau: 

a) a + b và a -- b; b) a - b và a + b; 

c) -a - b và a - b; d ) a - b và b - a. 

2. Tìm M biết: 

*■> 1 ") 

a) M + (5x~ - 2xy) = 6x~ + 9xy - y“; 

b) M - (4ab - 3b“) = a" - 7ab + 8b“; 

c) (4c 4 - 7c 2 + 6) - M = 0. 

3. Đa thức nào cộng với đa thức 5x 2 - 3x - 9 hãng 

a) 0; b) 18; c) 2x - 3; d) X 2 - 5x 4- 6. 

4. Đơn gián hiếu thức: 

a) (a 2 - 0,45a + l,2) + (0,8a 2 - 1,2a) - (1,6a 2 - 2a); 
h) (y 2 - 1,75y - 3.2) - (0,3y 2 + 4) - (2y - 7,2); 

c) 6xy - 2x (3xy + 4\ 2 +!)-(■ XV - 2x 2 - I); 

d) - (2ah _ ah + h) + 3ab 2 4h (5ah ah 2 ). 

1 1 4 

5. Chứng minh ráng hiệu cua hai da thức (),7\ + ().2x~ 5 và ().3x + 

I 't 1*1 ,. . 

-jx“ - 8 luôn luôn dương với moi giá tri cua X 
s v • c 


4-t 



6. ỉ lọc sinh lop 7 \ lam hài lập: 

1 inh ma III nua hicu thức 

( 7a N ha h -+■ 3ah ) 1 ~ (5a -4- 7a~b + 3ab ) I Hla - a“b + Xalv) VỚI a - -0.2? 
Vlot Iuk sinh phat hicu rang hài toán khong có Iò 1 giãi. Đung ha\ sai 

7. Đa thức nao khi cóng VỚI da thức 2\\ -4- I, đc kết quà nhan 

dơoc da thức: 

a) Khong chứa hicn x; 
h) Khong chứa hiên Y 

s. Cho cán da thức. 

p = 2a : 5ab 4- h : 3b' va ọ = 2a : 4- ah 3b' 4 2h : 

Tính -(Ọ - P) |Ọ - |P (Q P)Ị Ị 

9. Cho da thức: 

- c; -7 s, ^ ì } ị 

A = 5} + \ - 6\ - 2y 4- 2y y" + 3ỵ“y - yy 
và B = 4yy - y V - 5y y + 2y y - 3y y - 5y 
a) VỚI giá trị nào cùa y lln A + B = 0; 
hi ('hứng tó răng nếu y G z thì A • B chia hết cho 5. 

10. Tim các số X, y, z, t thoá mãn các điêu kiện sau: 

X + y + / = 0: y + z + t = i: / + t + X = 2 và I + X + y = 3. 

III. HƯỚNG DẨN GIẢI 

1. a (;t-Ị-b) + (a-b) = a + b + a- b = 2a; 

(a + b) - (a - b) = a + h - a + h = 2b; 
b> (a b) + (a + b) = (a + b) + (a bl = 2a; 

(a b) - (a + b) = -|(a + b) - (a ■ b)| = -2b; 
c ( a b) + (a - b) = (a - b) - (a + b) = -2b; 

(-a - b) - (a b) = — I(a + b) + (a - b)j = —2a; 
ch la - b) + (b a) = 0; 

(a b) (b - a) = (a - h) + (a - b) = 2a - 2b. 

2. a \1 = 6x' f 9xy - y' - (5x~ - 2xy) = 6\“ + 9xy 5x J + 2xy 

= X 2 + 11xy. 
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h) M = a - 3ab + 3b : 
c) M = 4c 4 - 7c~ + 6. 

3. a)9 + 3x-5xf; • b) -5x 2 + 3x + 27; 

c) Gọi da thức phái tìm ià M, thì ta có: 

M + 5x 2 - 3x - 9 = 2x - 3 => M = 2x - 3 - (5x 2 - 3x - 9) 

M = -5x 2 + 5x + 6: 

d) -4x 2 -- 2x + 15. 

4. a) a 2 - 0,45a +1.2 + (),8a 2 - 1 ,2a - 1,6a 2 + 2a 

= 0,2a 2 + 0,35a + 1,2; 

ĐS: h) (),7y 2 - 3,75y; c) 4xy + 4x 2 ; d) 2ah 2 - 5ah - 5b. 

5. 0,7x 4 + 0,2 X 2 - 5 - (-0,3x 4 + 0,2x 2 - 8) = x 4 + 3. 

Do X 4 > 0 Vx nên X 4 + 3 > 0 V X 


6 . 


(7a 4 - 6a 2 b + 5ab 2 ) + (5a' + 7a 2 b + 3ab 2 ) - (10a 2 + a 2 b + 8ab 2 ) 

= 7a' - 6a 2 b + 5ab 2 + 5a' + 7a 2 b + 3ab 2 - 10a 3 - a 2 b - 8ab' = 2.a' 


Với a = -0,25 - nên 2a 4 = 
4 




7. a) Chẳng hạn đa thức M| = -X 2 + 2xy, M 2 = y 2 - X 2 + 2xy 

7 1 

=: y- - X + 2xy + 3... 

b) Chẳng hạn da thức N| = 2xy - y 2 , N 2 = 2xy - y 2 + 1 
N} = X + 2xy - y + 3... 

Tóm lại có vỏ sỏ đa thức M, đa thức N thoả mãn dề bài 

8. p = 2a 2 - 5ab + b 2 - 3b\ Q = 2a 2 + ab - 3b 3 + 2b 2 
- (Q - P) - Ị Ọ — I p — (Q - P)| I 

= -Q + p - IQ — I p — Ọ + p 11 
= -Q + p IQ-P + Q-PI 
= -Ọ + P-2Q + 2P 
= 3P-3Q 

= 3(P - Ọ) = 3[(2a 2 - 5ab + b 2 - 3b 3 ) - (2a 2 + ab - 3b 3 + 2b 2 ) I 
= 3|2a 2 - 5ab -Ị- b 2 - 3b 2 - 2a 2 - ab + 3b' - 2b 2 | 

= 3.(-6ab - b 2 ) 

= -3.b(6a + b) 

Vậy: - (Q - P) - (Ọ - |P-(Ọ-P)|Ị =-3b(6a + b) 
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c 7 , 5 ,7 - s - 7 s 5 

- jy + y 6y 2y 4- 2y 4- 3y V 

1 . 5 

= y +y 

B = 4yy < ’ y 4 y 5y'y 4 + 2y~v 3y"y' 5y' 

= 4y y S - 5y 7 + 2y C - 3y 5y" 

= 4y 7 4y S 

a) A + B = y 7 + y S 4y 7 - 4y' = -3y 7 3y'' = - 3yAy~ + I ) 

Vì y “ > 0 ncn y 2 4- 1 > 1. Suy ra A 4- H = 0 khi VI chí khi -3y*' 
y = 0. Vậy nếu y = 0 thì A + B = 0 
h) A - B = (y 7 4- y s ) - (4v 7 4y 5 J 

7 s 7 s 

— y 4- y 4- 4y 4- 4v 
= 5.(y 7 + y^) 

Vì 5 : 5 nên 5.(y 7 + y' S ) : 5 (y e Z) 


lrt. 


Vày 


+ 


nếu y e z thì (A - B) : 5. 

X + y + 7 =0 (I) 

y + 7. + t = 1 (2) 

X + 7. + t = 2 (3) 

X + y + t = 3 (4) 


3(x + y + 7 +1) = 6 
x+y+z+t=2 (5) 


íx + y + 7. = 0 

Từ (I) và (5) ta có: •< r=> t = 2 

(X + y + / + t = 2 


Thay (2) vào (5) ta có: X + 1 = 2 <=> X = 1 
Thay (4) vào (5) ta có: z + 3 = 2 o 7. = - 1 


II' IV (3) vào (5) u. 


Vậy ta có 


y + 2 = 2oỵ = 0 

X = 1 

y=0 


z = -1 


t = 2 


= 0. đo đó 
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§6. DA THỨC MỘT BIỂN 


I. KIẾN THỨC CẨN NHỚ 

1. Đa thức một biến 

• Đa thức một biên là đa thiK cua cùng một biến. Chắng hạn, đai thức 

A = 5x 2 + 6x - 11 (biến x), B = 3y - 2 (biến y) 

• Mỗi số coi như là một đa thức ,nột biến 

• Đê chi A là đa thức biến X thì kí hiệu A(x) B là đa thức biến y thì kí 
hiệu B(y). 

Giá trị của đa thức A(x) = 5x 2 + 6x - 11 tại X = I kí hiệu là 
A(l) = 5.r + 6 .l -11=0 
• Vậy A(0) = -1 I . 

• Bậc của da thức một biến (khác đa thức 0, dã thu gọn) lá số mũ lớn 
nhất của biến trong đa thức đó. 

Chẳng hạn đa thức A(x) ở trên có bậc 2, đa thức B(y) có bậc I ( còn gọi 
là bậc nhất). 

2. Sắp xếp một đa thức 

Người ta thường sắp xếp các hạng tử của đa thức một biến theo luỹ 
thừa tăng hoặc giảm của biến. 

Chắng hạn, cho đa thức P(x) = 4x 2 - 12x 4 + 5x - 3 

• Khi sắp xếp P(x) theo 1"' ‘Nĩa giảm của biến ta có: 

P(x) = — 12x + 4x* + 5x - 3 

• Khi sắp xếp P(x) theo luỹ thừa ăng của biến, ta có: 

P(x) = -3 + 5x +4x ? - 12x 4 . 

3. Hệ sỏ. Trong da thức P(x) dã < ho ở trên thì -12 là hệ sô của huỹ thừa 
bậc 4 (bậc của đa thức) nôn -12 gọi là hệ số cao nhất 

4. Hai đa thức bàng nhau: Hai da thức f(x) và g(x) bàng nlhau «• 
chúng có luỹ thừa cùng bậc bằng nhau. 

II. BÀI TÁP 

1. t ián biêu thức thành một da thức và sắp xếp theo luỹ thừ;a giiám 

cùa biến. 

a) 8x 2 + (4,5 - X 2 ) - 2,5 X* - 5,4x; 

b) (7a' - 6a 2 + 5a) + (5a' + Sa 2 + 4a) - (10a 2 + a 2 + 8a). 
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2. Cho lia ỉhữc: 

INMO :nn ,101 Ma - , -u tic 

f (X ) — X \ + 4\ \ 4-3x X + 2x +200. 

a) Tlui gọn f( X ); 

h) Xac dinh hộc và hệ so cao nhài cua f(x); 

c) So sánlì í( I ) và lì I ); 

d) (V) ha\ không giá tri cua X dè lì X) =0? 

3. Cho đa thức: 

n ỉ 1 H -X lì 4 -, 2. lì , n . n+\ , ,4.11.2 1/1 f'4\. 

g(\) = -Hx x+ I2x x + 2x X 3x X + 9x X - 3x X + 4x X - lOx X 

(với n là sô tự nhièỉì lc) 

a) Thu gọn Vu Viêỉ da thức g(x) theo luỹ thừa giám dán cua hiến: 

b) Xác dinh bậc và hè sỏ cao nhát cùa g(x); 

c) Tính giá trị cua g( X ) hiêt Ịxl = I. 

4. Cho các da thức f(x) = ax 2 + bx + c và g(x) = X(X + 2) - (X + 2). Xác 
dinh a. b. c de fi \) = g(x). 

5. Tính a. b. c nêu da thức X + 6x“ + ax + b bang da thức X + 3cx" + 3c“x + c 

6. Cúc sô p, q phái như the nào dế: 

a) Đa thức P(x) = x~ + px + q có giá trị là sổ chan, với mọi X G z 

b) Đa thức Q(x) = X■' + px + q cỏ giá trị là bội của 3 với mọi X e % 

(Trích (lé thi vỏ địch Rĩiìmmi 1962) 

7. Nêu a + b = 7; b + c = 9; a + c = (S thì abc là: 

A.60; B.63: c 64; D 27; E. 120. 

8. Cho Rx) = X + ax + bx + cx + d trong dó a, h. c, ti là các háng số. 
Già su P(l) = 10: P(2) = 20: P(3) = 30. Hãy tính: -- ~ - C — 

(Trích (lé thi lỉsa Toán ớ Mĩ) 


III. NƯỚNG DẪN GIẢI 

1. a) Sx 2 + 4.5 - X 2 - 2.5X' - 5,4x = -2.5x ? + 7x 2 - 5,4x + 4.5; 
b) 2a + a + a. 

1 r/ . _ !X(N> 200 , ,10! w . ,15 5 , ,2 . ~ru\c 

2. f(x) = \ X + 4x X + 3x X +2x +2005 

... IV.. , _ 2000 , ,..200 , , 20 , ,..2 , ,, nc . 

. a)lí\) = x +4x + 3x +2x +2005; 
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h) Bậc cúa f(x) là 2000, hệ sô cao nhất là I; 

c) f( 1) = 1 2 MM + 4.1 2 M + 3.1 0 + 2.1' + 2005 

= 1+ 4 + 3 + 2 + 2005 
f( 1) = 2015 , 

f(-1) = (-1 ) 2(KM ’ + 4(-1 ) 2 "" + 3.(-1 ) 20 + 2(-1 ) 2 + 2005 
=,1+41+3.]+ 2.1 + 2005 = 2015. 

Vậy f( I) = f(-l) = 2015. 

d) f(x) = x +4.X + 3x + 2x +2005 

Ta có \ 2m) > 0 với Vx 

4.X 200 > 0 với Vx 
+ 3x 20 > 0 với Vx 

2x 2 > 0 với Vn 
2005 = 2005 
f(x) > 2005 với Vx 

Vậy không có giá trị của X để f(x) = 0 

3. g(x) = -8x nH x + 12x n x + 2x n x 2 - 3x 2 x n + 9x\ n+ ' - 3x\” 

+ 4x"x 2 - I0x l1+2 x (với .1 là số tự nhic-n lé) 

a) g(x) = -8x n + 12x n+ ' + 2x n+3 -3x n+2 + 9x n+4 -3x n+ - +4x n,+2 - 10x n+4 
g(x) = -x n+4 - x n+ ' + x n+2 + 12x I1+l - 8x n ; 

b) Bậc của g(x) là n + 4 và hệ số cao nhất là (-1); 

c) |x| = 1 => X = ± 1 

• g( 1) = -l n+4 - l n+? + l n+2 + 12.1 11+1 - 8. l n (n là số tự nhiên lè) 

= - 1-1 + 1 + 12-8 
g(l) = 3 

Vậy với X = 1 thì g( 1) = 3. 

. g(-1) =-(-1 ) n+4 - (-1 ) n+3 + (-1 ) n+2 + 12(-1 ) n+1 - 8.(-1 ) n 

Vì n là số tự nhiên lẻ nên n + 4; n + 2 là số tự nhiên lẻ, còn n +■ 3; n + 1 
là số tự nhiên chẵn. 

g(-l) = -(-D- 1 +(-l)+ 12.1 -8(-l) 
g(-l)= I - 1 - I + 12 + 8= 19 
Vậy với X = -1 thì g(-l) = 19. 

4. g(x) = x(x + 2) - (x + 2) = X 2 + 2x - X - 2 = X 2 + X - 2 
f(x) = ax“ + bx + c. 

Theo đề bài f(x) = g(x) nên ax 2 + bx + c = x 2 + x- 2 
Suy ra a = 1; b = I; c = -2 
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, ^ 1 } ■> 1 ; 

5. Ia đã hiêl X + 6x~ + ax + h = X + 3cx“ + 3c~x + c <^> 

6 3c 

' u - 3c“ suy ra c = 2, a - 12, h = s 
b = c 

6. aj Ta có: p(0) = q mà P(0) chán => q chan 

P( I) = ỉ + p + q chan => p lé 
Vậy với p I é và q chấu thì P(x) là sò chẩn với mọi X e 7/j 

h) la có Q{0) = q mà Ọ(0) là hội cúa 3 => q là hội của 3 
Q( I ) = I + P + q là hội cua 3 mà q là hội của 3 nên I + p là hội của 3 
Với các di cu kiện đổ cua q và p thì Q(3x) và Q(3x ± I) luôn chia hết 
cho 3 (mọi sỏ nguyên đéu viết được dưới dạng 3x hoặc 3x ± I). 

7. a + h = 7, h -I- c = 9, a + c = 8 => 2(a + h + c) = 24 => a + b 4- c = 12 
Vậy c = I 2 - (a + b) = 12-7 = 5, suy ra b = 4, a = 3 

Do do abc =3.4.5 = 60. Đáp án A đúng. 

8. Đặt Q(x) = p(x) - lOx. KhiđóQ(l) = Q(2) = Q(3) = 0. 

Vì vậy Ọ(x) chia hết cho ( X - I)(X — 2)(X — 3). Q(x) là da thức bậc 4 (do 
Pịx) là da thức bậc 4), nên Ọ(X) = (x - I )(x - 2)(X - 3)(x - r) và P(x) = 
(x - 1)(X - 2)(x - 3)(x - r) + lOx. 

~ tí . P(12) + p(-8) . _ _ u; , . A . 

la tính ——— -- và nghĩ rang se nhận dược một biêu thức cua r, 

nhimg ta thấy ràng r bị triẹt ticu. Kết quá 

P( 12) = 12 11.10.9+ 120 

P(“8) = (~9).(-10)(-l 1 ).(-8) - 80 

VAi . P(12) + P(-8) 

Vậy ----- —. = 1984. 


§7. CỘNG, TRỪ ĐA THỨC MỘT BIỂN 


I. KIẾN THỨC CẨN NHÓ 

I Cộng trừ da thức một biến như cộng trừ da thức ờ §4. 

2. Si ì p xếp các da thức cùng theo luỹ thừa giám (hoặc tăng) của biến và 
dãt các dơn thức dồng dạng ớ cùng một cột rồi dặt phép tính như cộng 
và trừ các số. 
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II. BÀI TẬP 

1. Cho các da thức: f(x) = X * - 2\“ + 3x - 5 và g(x) = X' + 2x + 3\ l > 
Tính: a) f(x) + g'x); h) f(x) - >><X); c) gtx) - f(x). 

2. Cho các đa thức: 

_ ..mo , .00 . „ox , ..2 .. ... .... 

f(x) = x + X + x +... + X + X - 10 và 

g(x) = X + X + X +... + X + x 

a) Tim giá trị nhó nhất cùa f(x) - g(x); 

b) Tìm giá trị lớn nhất cùa g(x) - f(x). 

3. Tim X biết: 

a) 2(x 2 + 3x - 2) - 2(x 2 - X + I) + 3(2x 2 - 3x + 1) - 2(3x 2 + X - I) = 0; 

b) 3(5x 2 - 2x) + 5(-3x 2 + X - 1) + 3(4x 2 — 5x) — 4(3x 2 - X + 1 )= 7. 

4. Cho da thức: f(x) = Sx 0 ^ + 2x" +2 - x n+l + 3x" 

g(x) = -8x n+ '-2x n+2 + x n+, + 2x n (x€ N) 

Với giá trị nào cùa x và n thì f(x) + g(x) = 5. 

5. Cho các da thức M = X 2 + 4x 2 -5x - l:N=-^-x 2 -x 2 -7x-l 

Tính 3M - I M - [M - (M - N)] + 3NỊ. 

6. Cho các đa thức: 

f(x) = I + x + X 2 + x 2 +... + X ,(XI 

g(x) = x + X + X +... + X 
Tính giá trị f(x) - g(x) tại X = -2 

III. HƯỚNG DẪN GIẢI 

1. f( X) = x' - 2x 2 + 3x - 5; g(x) = x ' + 2x 2 + 3x - 9 

a) f(x) = X 2 - 2x 2 + 3x - 5 

+ . 3 2 

g(x) = X' + 2x + 3x - 9 

f(x) + g(x) = 2x 2 + 0 + 6x - 14. Vậy f(x) + g(x) = 2x 2 + 6x - 4; 

b) f(x) - g(x) = f(x) + Ị-g(x)| 

ịf(x) = X 1 -2x 2 +3x-5 
Ị-g(x) = -X 2 - 2x 2 -3x + 9 


f(x) - g(x) = 0 - 4x~ + 0 + 4. Vậy f(X) — g(x) = -4x' + 4 



c)g(x) í( X ) - Ị f( X ) g(x)| = í 4x“ + 4) = 4x“ 4 

V áy g{ X ) ị ( X ) - 4 \ 4 


ỉ 00 99 

9X 

+ X + 

X + ... + X + X 

99 97 

9S ; 

+ X + 

X + ... + X + X 



Ị í ( X1 

X 

109 

+ X 

99 

f > 

ox 97 

; + X + . 

.. f 

X ' 

+ X + X - 1 1> 


ì 



99 

97 


* 



1 'g( X ) 

V 


X 


X 

- X 

f( X ) + 

í í!(X)| = 

: X 

100 

+ \ 

9X 

1 +: 

96 

X +... + X 

■) 

10 


n X I - 

II10 

g( X ) = X 

9X 

+ X 

96 

+ X 

+ ... + x~ - 

10 





r 1 

^ í 

:m >0 

7 X 

Dâu M = M 

xây 

ra 

kỉ 11 X • 0 


I X ,s >0 7 X Dàu "=" xay ra kh; X = 0 

I X > 0 7x I)au - xav ra khi \ = 0 

..... 

X >0 Vx Dâu ,, =" xây ra khi X = 0 
10 . -10 

f( X) - g(x) > -10. 

Vậy giá 4 * Ị nho nhất cua f( X) - g(x) = 10 khi X = 0; 

h) g(x) -- f(x) = - ịfíx) - g(x)| “ -~x ỉ()0 - X ' s \ : + 10 

gux) ~ l(\) = - | x + X + X +... + X 1 + 10 
íít+o cau a) tlì! X + X + X +... + X > 0. Đáu = xây ra 

c ,.. ,^ 100 9X 96 t 

Suv ra: |x + X + X +... + X I < 0 

Do đo g(x) I ( X) — I X + X + X -K . + X I + 10 < 10 

lDt-.il " xay ra kln X - 0. 

VóỴ giá 1 rị lớn nhai cua gí X) - f( X) = 10 khi X = 0 

3. lìnx: 

.lì) 2( X' + 3x 2) 2 í X \+h + 3(2\ : 3\ + l) 2<3x : -t- 

2\“ + 6\ 4 2\ J - 2\ - 2 + 6x“ Ox 3 ÍY\ 2x + 2 

: 3x 1-0 •: : 3\ - - c : X ' 


khi X = 0. 


i l) = 0 
= 0 




h) 3(5x 2 - 2x) + 5(-3x 2 + X - 1) + 3(4x 2 - 5x) - 4(3x 2 - V I ) = 7 
<=> 15x 2 - 6x - 15x 2 + 5x - 5 + I2x 2 — 15x — 12x“ + 4x - 4 = 7 

<=>-12x-9 = 7<=>-12x = 9 + 7<=>x = 16: (-M2) = -1^ 

Vây X = -lị. 

jf(x) = 8x n+3 + 2x n+2 -x n+l +3x" 

4 + |g(x) = -8x n+3 - 2x n+2 + X n+I + 2X 11 

f(x) + g(x) = 0 + 0 + 0 + 5x n 
f(x) + g(x)=,5x n (1) 
mà f(x) + g(x) = 5 (2) 

Từ (1) và (2) suy ra 5x n = 5 o x n = 1 

* THI: nếu n = 0 và X * 0 thì x n = x° = 1 

* TH 2 : nếu n 6 N* và X = 1 thì x n = l n = 1 

* THv nếu n = 2k, k e N* và X = -1 thì X n = (-1 ) 2k = I 

vạy {!!!!; Í*:L1*::'__ 

' Ịn=0 ỊneN* Ịn = 2k,keN* 

5. Đặt P = 3M-(M-[M-(M-N)] + 3NỊ 
= 3M- |M-[M-M + N] + 3N) 

= 3M- IM-N + 3NỊ 
= 3M- |M + 2N| 

= 3M - M - 2N = 2M - 2N 
2x 3 + 8x 2 - lOx - 2 
- X 3 - 2x 2 - 14x - 2 
p = 3x 3 + 10x 2 + 4x 

_ f(x)=| + x + x 2 +... + x‘ ,8 + x w +x ,0 ° 

6 ' g(x)= x 2 +... + x 98 + x 99 +x" 10 
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f(x)-g(x)= 1 +x 

Với X = -2 => f(x) - g(x) = 1 - 2 = -I. 



§8. NííHĨỆM Cl!A DA THỨC MỘT BIẾN 


I. KIÊN THỨC CẨN NHÓ 

1. Nghiệm cùa đa thức một biến 

Nếu lại X = a, đa thức P(x) cổ giá Irị hăng 0 thì nói a (hoác X = a) là 
nghiệm cùa đa thức P(x). 

2. Chú ý 

• Một da thức (khác đa thức 0) có thế có một nghiệm, hai nghiệm... 
hoặc vỏ nghiện . 

• Người ta đà chứng minh được ràng sò nghiệm của một đa thức (khác 
đa thức không) không vượt qua sổ bậc cứa nó. Đa thức hộc nhát chi có 
một nghiệm, đa thức bậc ba có không quá 3 nghiệm. 

Mà rộng: Đê tìm nghiệm một đa thức một cách dể-dàng hơn ta thừa 
nhận dinh lí sau: 

Đa thức P n (x) = a () x n + ajX n 1 + a 2 x n 2 +... + a n -ịX + a n 

với hệ sô nguyên có nghiệm hữu tỉ X = ” thì diều kiện cần và đủ là p 

chia hết số hạng tự do a n còn q chia hết a 0 . 

Ví dụ. Tìm nghiệm của da thức P(x) = 2x + X“ - 4x - 2. Giá sử P(x) có 

nghiệm hữu ti — thì -2 : p và 2 : q 

Nên có thè p = -1; 1; -2; 2 và q có thế là 1; 2. 

Do đó nghiệm của đa thức P(x) có thê là: ± 1; ± 2; ±ỳ 

p (± 1) * 0. P(±2) * 0, p[-ij = 0, p(i) * 0 

Vậy đa thức P(x) có nghiệm là X = 

II. BÀI TẬP 

1. Chírng tỏ rằng đa thức: 

a)l(x) = x + X + X + X + X + 1 có nghiệm là X =-1 . 

200 J50 , .100 „50 , .10 . .. . 

g)g(x) = x -X + X -X + X - 1 có nghiệm là X = 1 . 
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2. Cho ha ; đa thức: 

f(x) - X - X - 3x - X + 2 và g(x) = X - 5x + 4 

Trong -'ác sô 0: - I, 1; -2; 2; thì số nào là nghiệm cluing cua hau ia thức' 
f(x) và g(x)? 

3. Xác dinh a, b, c đc nghiệm của da thức f(x) = x(x - I Kx + 2 > cũmg là 

-ị 1 

nghiệm của da thức g(x) = X + ax' + bx + c. 

4. Cho d thức: 

2 

f(x) = x~ + a' + b 

Xác dịnli a và b biết rằng thức f(x) có hai nghiệm là 
X| = 2 và X , = 3. 

5. Chứng ù ràng: 

a) f(x' = a(x - 5) 2 + b vó nghiệm nếu a; b cùng dấu và khác s< 0 1 : 

b) g(x) = 2(x - 3)" + 5(x + 2) vó nghiệm; 

4 2 

c) h( X ) = (X + 1) + 'Jx + ] r + 3 vỏ nghiệm. 

6. Tìm nghiệm của đa thức sạu: 

a) p_.()) = 2x 2 + 3x + 1; 

b) p,(x) - (X 2 - 3x + 2) (X + 1). 

?. Cho da (hức P(x) = ax 2 + bx 2 + cx + d với P(0) và P( 1 ) là M lè. Chtứng 
minh rang p(x) không thế có nghiệm là sỏ nguyên. 

(Trích ilớ thi Vỏ (lịch Toán Mutsi ơ a -/ySO) 

III. HƯỚNG DẪN GIẢI 

1. a) f(X t - X 100 + X 75 + x 50 + X 2 ' + X + 1 

|'( i) = (-i) H ’° + (-i) 7 %(-i)'" + (-ir +(-I)+ I 

= 1-1 + 11-1 + 1 = 0 . 

Vậy X = -1 hà nghiệm của f(x). 

, , % _ ..:(«) IM) , ., IOO .50 ... 10 , * 

b) g(x) = X X + X - X + X 1 

_ ,200 . 150 . 100 .50 , . 10 I 

g( I) = 1 - 1 +1 - 1 +1 - 1 

= 1-1 + 11 + 1 - 1 = 0 . 

\’à\ X = i là nghiặn cùa g(x). 



2. Iim ■ - x' + X 3x~ X + 2. Ta V,. X = 0 không là nghiệm vì 1(0) = 2. 

I( I) = ( I ) 4 + ( I)' 3( I ) : i-l) + 2 = I 1 3 + I +2 = 0 Váy 

X = I là nghiêm của f(x). 

1(1)-- 1 1 + I ' -3.1“ - I + 2=1 + 1 -3 --1+2 = 0. Váy X = 1 la 
nglncm cùa í(X». 

lí 2) = ( 2) 4 + (-2)'' - 3.(-2f + 2 -f 2 = 16 K-12 + 2 + 2 = 0 

V .11 X = 2 là nghiệm của l'(x). 

í(2) = 2 1 + 2* 3.2- -2 + 2= lh-1-S- 12-2 + 2= 12 

Vậy X -- 2 không phai là nghiẹin của f(x). 

Đa thức g(x) có 3 nghicm là “1; 1: -2 (1); 

4 t- 2 . 1 

• g(x) = X 5x + 4. 

g( I) = ( Ị ) 4 - 5(~l ) 2 + 4 = I - 5t4 = 0. Vạy X = - I là nghiệm của g< X). 
g( 1) - X ?x +4=1 5.1 - f 4 = I/. Vậy X = 1 là nghiệm cua g(X). 

p( 2) = ( 2) 4 - 5(-2r *4- !6 - 20 + 4 = 0 Vậy X = 2 là nghiệm cua g(X) 
Da thức g’ X) có 3 nghiệm là -1; 1: -2(2) 

Từ (1) và (2) suy ra nghiệm chung cua hai da thức Kx) và g(x) la I; I 
và -2. 

X * Ị X = 0 

3. í(x) = x(x 1 )(x-+2) = 0 <=> X 1 =()<=> x = l 

xa 2 = 0 X = -2 

í(x) có 3 nghiệm là 0; 1, -2. Xét đ . lliirc g(x) = X + ax' + hx + c 

• X = 0 là nghiệm của g(x) khi và chỉ khi g(0) = 0 mà g(0) = c. 

Vây c = 0. (1) 

• X = I là nghiệm của g(xj khi và chí khi g( I) = I + a + h + c = 0 
Vày a + b = -I (2) 

• X 2 là nghiệm cùa g(x) kh : và chí khi g(-2) = (-2) + a( 2) + 
N 2) + c = 0 co 4a - 2b = 8 « 2a - b - 4 (3) 

í a + b - - 1 

'lừ (2) và (3) ta có + < 

Ị 2a -b 4 
_____ 

,1=1. Thay vào (2) SU) ra b - - l. 

• Vậv ucu a = I: b = 2: c = 0 thì 0 ' "1UC I(XI = XIX I )I\ 2) có các 

aghi un cũ;li 'à nghiệm cùa da thức gi X) = X + ax“ + hx • c - X - X 2x 



(I) 


4. f(x) = X 2 + ax + b 

Đa thức f(x) có nghiệm X = 2 nên f(2) = 0, tức là: 

2 2 + 2a + h = 0 o2a + b = -4 
Đa thức f(x) có nghiệm X = 3 nèn f(3) = 0, ta có: 

• 3 2 + 3a + b = ()<=> 3a + b = -9 (2) 

Í3a + b = -9 
[2a + b = -4 

a = -5 

Thay a = -5 vào 2a + b = -4 được -10 + b = -4; b = 6. Vậy a = -5 và 
b = 6 ta có đa thức: 

f(x) = X 2 - 5x + 6. 


5. a) f(x) = a(x - 5) 2 + b = a 


2 b 

(x-5)‘ + — 


Ta có (X - 5) > 0 Vx, dí đó: 


Nếu a, b cùng dấu và khác sô 0 thì — > 0, nên (x - 5) 2 + — >0 . 

a a 


Nếu a > 0 thì f(x) = a 


-,2 . b 
(x-5) 2 + -^ 
a 


>0 


Nếu a < 0 thì f(x) = 


a 


(x-5) 2 



< 0 . 


L a J 

Như vậy không có X để f(x) = 0. Do đó đa thức f(x) vô nghiệm; 
b) gtx) = 2(x - 3) 2 + 5(x + 2) 2 . 

• Vì 2(x - 3) 2 > 0 Vx và 5(x + 2) 2 > 0 Vx nên 2<x - 3) 2 + 5(x + 2)’- = 0 
khi và chỉ khi cả hai sô hạng đồng thời bằng 0. 

• 2(x - 3) 2 = 0 o X = 3 mà với X = 3 thì 5(x + 2) 2 = 5(3 + 2) 2 =125^ 0 


5(x + 2) 2 = 0 o X = -2 mà với X = -2 thì 2(x - 3) 2 = 2(-2 - 3) 2 = 5»0 1 0 


Vậy không có giá trị nào của X để g(x) = 0, do dó g(x) vỏ nghiệm; 
c) h(x) = (X + I ) 4 + 2(x + 1 ) 2 + 3 

Vì (X + I ) 4 > 0 Vx; 2(x + I ) 2 > 0 Vx nên h(x) = (X + l) 4 + 2(x + I) 2 -H- ?> 3. 
Vây không có giá trị cua X dé h(x) = 0. Do dó h(x) vô nghiệm. 


5X 



6. a) Nêu P->( X) cổ nghiệm hữu tí — thì p chia hết ì => p = ± 1 và q chia 

H 

hết 2 n 'm q = ± 1 i 2. Vậy — = ± I, — = 

q C| *- 

Vậy P-*( X) có hai nghiệm X = -1, X = - - 

P : (l)*0, P 2 (-1) = 0, p(2| *0 pf-ị) =0; 

h) Tương tự Iihir a) P,(x) có 3 nghiệm X = 1, X = 2. X = -1. 

7. P(0) = d là sô lé, P( I) = a + b + c + d là sô le. 

Già sử có X(, e z mà P(X(|) = 0 

, ^ 7 _ 

X() là sô chăn => P(x 0 ) - d = ax u + bx ( “, +CX(| chăn 

P(x„) - d = P(x 0 ) - P(0) = -P(0) chẵn 
X(, là sỏ lé => P< x 0 ) - P( 1) = a(xj — I) + b(X ( 2 3 J — 1) + e( x,, - I) cũng là số 

chán do Xj' - I, X( 2 | - 1, x 0 - 1 là sỏ chẩn :=> P( 1) chẩn trái với giá thiết. 

Vậy P( X) không có nghiệm là sô nguyên. 


BÀI TẬP ÔN CHƯƠNG IV 


1. Tính giá trị của biểu thức: 

, . 2x-5y 4x + y X 

a) A = _ ; - ■ J biết ị 

x-3y 8x-2y 3 


, „ 3x - y 3y 

h) B = .zr—ịị + 9r~ 
2x + 7 2y 


biết X - y = 7 


(X * -3.5; y * 3,5). 


2. Kiếm tra rầng: 

a) Đa thức f(x) = 3x" - 9x + 6 có hai nghiệm X = 1, X = 2; 

b) Đa thức g(x) = x' + X 4 + 5x 4 + 5x' + 2x + 2 có nghiệm X = -1. 

3. Cho da thức f(x) = ax 4 + bx 2 + cx + d có a + b + c + d = 0 hay -a + b - c + 
d = 0. Chứng minh rằng f(x) có ít nhát một nghiệm. 

4. a) Tun các sô X và y thoá mãn các điều kiện: 

7 s 7 

\y = 8 và x“y = -64; 
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■> "> 

h) Xé( cấc dơn thức A = 3x\v; B = 2\y~; c = 5xy. Chứng to rà 114 ĩìé 1 3\ 
+ 2y = 5 thì A-fB c = 0. 

5. Cho các dơn thức: f(x) = 5x 4 + 3x ; + 2x : 4 2x - 5; g(x) = 2x 4 2< Ầ - 

't 4 ^ o 

3x“ - X + 7 và h(x) = 3x 4 X' 4 - ' f x + I 

. a) Tính A(x) = f(x) 4 g(\) h(xr 

h) Trong các sỏ -1; - —; 0; -ị 1 thì sỏ nào là nghiệm cua da thức A< X) 

6. Chứng minh 

a) Đa thức f(x) = X - X 4 5 không có nghiệm nguyên; 

h) Đa thức P(.\) = X' + 5x~ + 2x + 3 không có nghiệm nguyên: 

X 5 2 

c) Đo thức P s (x) = -X '4- X - X" 4 X - 1 khống cỏ nghiệm 

7. Chứng mir.li ráng đa thức P(x) = x^ 1 có một nghiệm duy nhát X = I. 

s. Hay tìm một tập hơp M gồm 7 sò tự nhiên liên tiếp sao cho co mu (da 
thức P(X) bậc 5 thoà màn các diều kiện sau dày: 

a) Tất cả các hệ số cùa P(x) đều là số nguyên; 

b) Với năm sỏ k 6 M (kế ca sỏ lớn nhất và sô nhỏ nhất) ta déu có Pk ) - k: 

c) Có một sỏ k e M sao.cho p<*k> = (C. 

(Trich dể thi vỏ dị( li Aid I)SiO/ 

9. Sỏ tự nhiên a nhcVnhát là bao nhiêu dề tam thức bàc hai (f(x) = ax 2 + íb\4 c 
với a, b, c nguyẽir cỏ hai nghiệm dương khac nhau nhỏ hơn dơn vị 

(Và dịch Toán Ki CỊ I )6'9, 

10. Chứng minh rang khổng tổn tại sô nguycn a, b. c, d sao cho gá tr ciủa 

\ , . _ 
da thức a\ 4 bx“ 4 cx 4 d hãng I voi X = 19 và hãng 2 với X (2 

t\ ỏ dịc h Toón Matsrorn ' ) 
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- x v 

\ ì\ : \ V(Í| : ' \ à V / ( ); 

4 3 4 

3x V 3v \ 

b) B * L i ' ' ■ bict \ V = 7 (X * 3.3; V t- 3.3) 

2x n 7 2> - 7 

2x t (X y) 2y \ y) 

2x7 7 * 2y' 7 


= ~ n + —-=1 + 1=2 I với X t 3,3 và y / 3,3) 

V a>: 

B = 2 với X ỹ = 7, X r 3.3 và y / 3,3 


2.. a) f( 1 ) = 0, va\ X = 1 là một nghiọm cua da thức í(X ) 

f(2) - 0. vậy X = 2 cùng là một nghiệm cua da thức f(x); 

h) g( 1 ) = (- 1 )* + (-1 ) 4 f 3.( 1) ; + 5.(— I r + 2.(- 1 ) + 2 

= - 1 + I - 3 + 3 - 2 + 2 = 0 X = 1 la một nghiệm cùa đa 

thức g(x). 


3.. W)| X = 1 thì f ( 1) = a + b + c 4- d mà a •+ b + c + d = 0 (gia thiết) nên X = I 
là một nghiệm cún da thức f(x). 

X = ỉ thì f( I) = -a + b - c + d = 0 (gia thiết) ^ X = -1 là một nghiệm 
củia da thức f(x) dpcm. 

4.. a) x> : = X ( 1 ) và x : y = “64 (2) 

Nhãn (I )Tà (2) vè với \è ta co; 

xy : .x : v = X.(“X~) 

(X\V = -X* = ( -X)' <z> xy = X í3) 
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- Thay (3) vào (1) ta có: -8y = 8 <=> y = -1 
Thay (3) vào (2) ta có: -8x = -64 <=> X = 8 



b) A = 3x 2 y; B = 2xy 2 ;C = 5xy 
A + B - c = 3x 2 y + 2xy - 5xy = xy(3x + 2y - 5) ( I ) 
mà 3x + 2y = 5 nên 3x + 2y - 5 = 0 (2) 

Thay (2) vào (1) ta có A + B - c = xy.o = 0. 

5. f(x) = 5x 4 + 3x 4 + 2x 2 + 2x - 5 
g(x) = 2x 4 - 2x 4 - 3x 2 - X + 7 
h(x) = 3x + X' + 4x + X + 1 

a) A(x) = f(x) + g(x) - h(x) = f(x) + g(x) + |—h<X)I 

f(X) = 5x 4 + 3x' + 2x 2 + 2x - 5 
+ ‘ g(x) = 2x 4 - 2x 4 - 3x 2 - X + 7 
-h(x) = -3x 4 - X 1 - 4x 2 - X - 1 
A(x) = 4x 4 + 0 - 5x 2 + 0+1 
Vậy A(x) = 4x 4 - 5x 2 + 1; 

b) A(-1) = 4.(-1 ) 4 - 5(-1 ) 2 + 1 =4-5+ 1 =0 
Vậy: X = - I là nghiệm của A(x); 



Vậy: X = ~~ là nghiệm cúa.A(x); 

A(0) = 5.0 4 - 5.0 2 +1 = 1 
Vậy: X = 0 không phải là nghiệtn của A(x); 
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Vạy: X = — là nghiệm cua A(x); 

A(l) = 4.1 4 - 5.1“ + I =4 - 5.+ I =0 
Vậy: X = I là nghiệm của A(x); 

1 T 1 

Đa thức A(x) = 4x ~ 5x~ + I cổ 4 nghiệm là ±1; ± - . 

6- a) Già sử có x 0 e z là nghiệm của f(x) thì X|) x 0 + 5 = 0 

■■=> X,', - x 0 = -5 => (x 0 - I )x„(x„ + 1) = - 5 

X() e z nên (x 0 - 1 )X(, (x 0 + 1) là lích cua 3 sỏ tự nhiên liên tiếp nên chia 
hết cho 3 => -5 chia hết cho 3 (vô lí) => đpcm; 

h) Già sử có x 0 € %1à nghiệm cúa P(x), vậy X|' + 5x ( 2 ) + 2x 0 + 3 = 0 => 

X ()( X 0 + 5x 0 + 2) = -3. 

• Nếu X|, là số lẻ thì X 2 ) 4- 5x 0 + 2 là sô chẩn -> X(|( X(, + 5x () + 2) là số chần. 

• Nếu x 0 là số chẩn thì x () (x,, + 5x ( ) 4 2) là sỏ chẩn mà vẽ phái là số lé 

ncn mâu thuần. Vậy P(x) không có nghiệm nguyên; 

c) P X (X) = -x 5 (x 4 - 1 ) - X 2 (X - I ) - 1 

• Nếu X > I P x (x) < ơ 

• Nếu 0 < X < I => P x (x) < 0 

• Nếu X < 0 => P x ( X ) < 0 

Vậy p x (x) < 0 Vx ncn đa thức P x (x) vỏ nghiệm. 

7. Đa thức P(x) = x^ - 1 có một nghiệm X = I thì P( 1 ) = I s - 1 = 1 -1=0 
Ta .'hứng minh P(x, I X > I, X < lđều võ nghiệm 
Thật vậy với X > I thì X 5 > I => X' S - 1 > 0, nên với x > 1 

P(x) vỏ nghiệm. Với X < 1, cũng chimg minh tương tự P(x) < f' ncn P(x) 
vô nghiệm. Vạy đa thức P(X ) có nghiệm duy nhất x = 1. 

H. Ta có tập M = 125; 26; 27; 2X; 29; 30; 31 I và da thức: 

Ọ(x) = X + (x - 25) (X - 27)(x - 28) (X - 29)(x -31) thoá mãn dicu kiện 

hài toán 
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• Rỏ ràng da thức Ọ(x) có các hệ sô đểu nguyên (thoá mãn đicu kiện a); 

• (V) 5 sỏ 25; 2"; 28; 29; 31 € M (số nhỏ nhất ià 25 sỏ lớn nhát là 31 ta 
đcu có Q 5) = 25 - 0 = 25, 0(27) = 27 Ọ(28) = 28; Ọ(29) = 29; Q(31) 
= 31. (thoa màn đicii kiện b); 

• 0(30) = 30 + 5.3.2.1 (-h '0-30 = 0 

Thoá màn diẻu kiện c). 

9. (ỉlả sứ f(x) = ax“ + bx + c = a(x ~ Xị)(x - x->) ờ đây 0 < ' Ị < I, 0 < Xi < I 
với a, b, c nguyên a > 0. 

Khi f(0) và f( 1) là số nguyên duơng như vậy f(0). f(l) > I suy ra 
a“x ị( 1 - Xị)\-)( 1 “ x-») > 1 

Bây giờ ta già sử rằng luôn luôn x( 1 - x) < Ậ. Đang thức xáy ra chi khi 

X = Hai sỏ X| và x 2 khác nhau còn X I (I - X|) và x 2 (l - x 2 ) dương thì 

1 2 

Xị( 1 - X|) X x-)( I - x 2 ) < ~ => a" > 16 => a > 4. 

16 

Với a = 5 thì nhận được f(x) = 5x 2 - 5x + 1 thì f(x) có hai nghiệm khác 
nhau thuộc [0; i ị. 

10. Giả sứ P(x)= ax + bx + cx + d. Hiệu 

P(62)- p(19) = a(62' - !9 3 ) + b(62 2 - I9 2 ) + c(62- 19) 

Chia hết cho 43 và khói. t ttie bâng 1. 

Ớ đây cần lưu ý đối với bất kì một đa thức P(x) nào với hệ sô nguyên thì 
hiệu P(xI ) - P(x 2 ) với X| và x 2 là số nguyên khác nhau thì chia hết cho 
X| - x 2 . 
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PHÂN HÌNH HỌC 


Chương Ui 

QUAN HỆ GIỬA CÁC YÊU TÔ TRONG TAM GIÁC. 
CÁC ĐƯỜNG ĐỒNG QUY CỦA TAM GIÁC 


§1. QUAN HÊ GIŨA GÓC VÀ CẠNH ĐỎI DIỆN 
TRONG TAM GIÁC 


I. KIẾN THỨC CẨN NHỚ 

1. f)ịnh li 1. Trong tam giác góc dối diện với cạnh lớn hơn là góc lớn 
hơn (h.13) 

2. Dịnh lí 2. Trong tam giác cạnh 
đôi diện VƠI góc lớn hơn là cạnh 

lớn hơn A ABC: B > c ^ AC > 

AB (h. 13 > 

BC > AB --> A > c 

3. Nhận wt. • Từ hai định lí trên 
ta có thế vièt. 

BC > AB oẤ > c 

• Trong tam giác có mót góc tù thì cạnh đối diện với góc tù là cạnh 
lơn nhất. 

• Trong tam giác vuóng canh huyền là cạnh lớn nhát. 

Ví du 1. Cho tam giác NMP, MN < MP, D là trung diêm của NP. Trên 
ia dối cua tia DM lây diêm F sao cho DF = DM. 

Chứng minh: a) FMP < MFP 

h) FMP < NMF 


A 
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Giời 

a) AMDN = AFDP (c.g.c) oMN = FP 

NMD Ỉ)FP Trong tam giác MFP 
có FP < MP, FP = MN. MN < MP 

FMP < MFP 

h) NMF = MF> mà PvTf < MFP 
(chứng minh trên) PMF < NMF 

Ví dụ 2 

Cho tam giác ABC (AB < AC), AD 
là trung tuyến, E là diêm hất kì trên AD. 

Chứng minh rằng: 

ADB < ADC; CE > BE. 

Giải 

Xét 2 tam giác ADB và ADC ta có BD 
= DC (gt), AD chung mà AB < AC (gt) => 

ADB < ADC. Xét 2 tam giác EDB và 
EDC, chúng có DB = DC (gt), ED chung mà 

ẼDC > EDB => EC> E3(h.l5) 

II. BÀI TẬP 

1. Cho tam giác ABC (AC > AB), M là trung điểm của cạnh BC. Trtn AB 
và AC lấy hai diêm p và N sao cho BP = CN. Chứng minh rằng: 

a) APN > ẤNP: b) PM > MN suy ra PNM > NPM 

2. Cho tam giác cân ABC (AB = AC). Trôn cạnh AC dựng tam g:iá; déa 
AEO: Biết chu vi của tam giác déu là I8cm và l('m hơn chu vi CÚI tan 

giác ABC 2cm. Tính cạnh đáy BC, suy ra A < 60°. 

3. Biết một góc ỏ dáy của một tam giác cân băng 60°, hãy so sánh cam 
dáy và cạnh bcn. 

4. Chứng minh rằng, trong một tam giác cân, nếu cạnh đáy lớn hcrncanl 
bcn thì góc ớ dáy bé hơn 60°. 



F 


Hình 14' 


A 
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5. ( ho lam giác AHC\ kè trmm tuyõn AM 

;u ( hứng minh íãng nêu AM > \ BC thì BAC la góc nhọn; 

h) Chứng lììinh ràng nêu AM < ị BC thi BAC là góc lù; 

c) ('hứng minh răng nếu AM = ~BC thì BAC = 9Ơ’. 


6. Cho tam giác ABC. kè trung tuyên AM. Chứng minh rang: 

a) Nêu AB < AC thì BAM > ( AM ; 

b) Neu BAM > CAM thì AB < AC; 

c) Nêu AB - AC thì BẤM - CAM và dao lại nếu BAM = CAM thì 
AB = AC. 

7. Cho lam giác ABC, kè trung tuyên AM và phán giấc ÀD. 

a) Chứng minh răng nếu AB < AC thì điếm D nảm giữa hai điếm B và M; 

b) Chứng minh ráng nếu điếm D năm giữa hai điciìì B và M thì AB < AC. 

8. Cho đoạn thắng noi từ một dính đen một điếm của cạnh dối diện với 
dinh dó. Chứng minh rang độ dài đoạn tháng dó nhỏ hơn cạnh lớn trong 
hai canh còn lại. 

9. Trong tam giác ABC xác định điếm D sao cho AD = AB. Chứng minh 
rằng AC > AB. 

10. Cho tam giác ABC 1 có canh AB > AC, AD là dường pMn giấc gOc A 
("hứng minh: 

a) ADB > ADC ; 
h) Bỉ) > CD. 


Il/HUÓNG DẪN GIẢI 

1. (h.16) a) p năm giữa hai điếm A và B nen 
AB = AP + PB, N nam giữa hai điếm A và 
c nen AC = AN + NC mà BP = CN (giá 
thiết); AC > AB (già thiết) => AN > AP. 


B 


A 

/X 

/ VX N 

v/ A \N 

/ \A/ x \ 

. M 


■c 


Trong AAPN, AN > AP, suy ra APN > ANP; 


Hình 16 



b) Xét hai tam giác CMN và BMP, chúng có MB = MC, BP = t’N (gt), 
mà AC > AB => B > c. Từ đó suy ra PM > MN. Trong APMN, PM > 
MN suy ra PMN > NPM. A 

2. (h.17) AACE là tam giác đều nên 

AE = EC = AC = Ỵ cm = 6cm => 

AB = 6cm. 

Chu vị AABC nhỏ hơn chu vi AACE 

là 2 cm ncn chu vi AABC bằng 18-“ T 

2=16 (cm). Vậy AB + AC + BC^ Hình 17 

16 (cm). 

12cm + BC = 16 cm => BC = 16- 12 = 4 (cm) 

Hai tam giác ABC và ACE có AB = AC = AF. = 6 cm, cạnh BC = 4cm < 
CE = 6 cm. Ncn A < CAE. 

Suy ra A < 60° vì CAE = 60° (góc của tam giác đều) 

3. Biết một góc ở đáy tam. giác cân bằng 60° ta suy ra góc còn lại ờ dây 
cũng bằng 60°. Như .vậy tổng hai góc ở đáy bằng 120°, do đó góc ở dinh 
cũng bằng 60° (vì 180° - 120° = 60°). Ta suy ra cạnh đáy (dối diện với 
góc ở đình) bằng cạnh bẽn. 

4. Trong một tam giác cân, nếu cạnh đáy lớn hơn cạnh bên thì góc ở dinh 
lớn hơn góc ờ đáy. Giả sử góc ở dính là a° và góc ớ đáy của tam giác cân 
là b° thì ta có: a° > b° và a° + 2b° = 180°; từ đó ta suy ra b" + 2b° < 

180°, tức là 3b° < 180° hay b° < 60°. 

Vậy góc ỡ đáy tam giác đã cho bc hơn 60°. 

5. AM > ^BC (giả thiết) mà BM = 

MC = ^BC (giả thiết) nên AM > 

BM và AM > MC 

A ABM có AM > BM nén 

B > MAB (1) (Quan hệ giữa góc và 
cạnh đôi diện trong tam giác) 
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A 
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AAMC có AM > Mí' nén c > MAC (2). Từ (1) và (2) suy ra 


MAR -»■ MAC < B f c, cộng thêm BA( vào 2 vé ta co: 

2BAC < B + c + Ả - 180°. Vậy BAC <90°; 
h) ns lự chứng minh 
C ) 1 loc sinh tự chứng minh. 


6. a) Keo dài AM dế cỏ MD = AM. mà 

MB = VIc (giã thiết); AMC - BMD 
(doi đinh) nên AAMC = ABMD 

(c.g.c) 

-> AC = BD và AB < AC nén AB < BD 

A ABD cỏ AB < BD nén D < BAD 
(quan hệ giữa góc và cạnh đối diện 

trong tam giác). Vậy BAM > MAC; 

b) HS tự chứng minh; 

c) HS lự chứng minh. 



7. 


a) theo hài 2 ta có nếu AB < AC thì 
BAM > MAC => 

CAM + MÃB<2MAB 

=> MAB > Ị BÃC = BÃD 

Xét nửa mặt phảng hờ là đường 
tháng AB có chứa điểm c, ta có 


A 



BAM > BAD nen tia AD nằm giũa hai tia AM và AB Vậy D nằm giữa 

BvàM; 


h) Học sinh tư chứng minh. 


8. Cho AABC với AC > AB. Chứng 
minh AD < AC 

ITiật vậy, nen AABC cỏ AC > AB => 
B > c (dịntì lí) 

Xét AADC de dàng có D > c cs 
‘\D < AC (định lí) 


A 
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9. Trong AABC già sử tìm được dicm 
D, sao cho AB = AI), dường tháng 
AD cát BC tại M ta có AM > AB (do 
AM = AD + DM = AB + DM > AB 
(vì DM > ())). Theo chứng minh ở 
bài X. AM < AC. Do đó AC > AB. 


A 



10. Trên cạnh AB lấy điểm B| sao cho 
AB| = AC => AACD = AABịD 
(c.g.c) => CD = DB| => CDA = D| 
mà ADB = Di + D: (Ỏ 2 > 0) => 
ẤDB > CDA. 

Xét ABBịD: BB^Ồ = D| + B^Ãb = 
= CDÃ + B^Ãb = (I) 


A 



Mà CDA = ồ + DAB nên CDA > B (2) 

Từ (1) và (2) suy ra BB|D > B => DB > DB| (định lí). Do dó DB > CT 
(do CD = DB| chứng minh trên). 


§2. QUAN HỆ GIỮA ĐƯỜNG VUÔNG GÓC VÀ ĐƯỜNG XIÊN, 
ĐƯỜNG XIÊN VÀ HÌNH CHIỂU 

I. KIẾN THỨC CẦN NHÓ ’ 

1. Đường vuông góc, đường xién, hình chiếu của đường xiên 

Từ A ngoài đường thẳng (d) kẻ AH 1 (d) A 

• Đoạn thảng AH gọi là dườĩig vuôĩìiị xỏc 
kè từ điểm A đến đường tháng (d). 

• Điếm H là chân dường vuông góc ha từ 

A xuóng (d) gọi là hình chiên của điếm J- ^ 

A trốn dường tháng (d) 

Hỉnh 21 
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• Đoan thang AM (M là mội diêm bàt kì trôn (íl) không trùng với 11) 
gọi là (ỉiíừn g \u ] n. 

• Doan thang ỉ IM goi la hình chiêu của (lường XICIÌ AM trên đường 
thăng í (I) 

2. Quan he giữa đường vuông góc và đường xien 

Dinh h I. Trong các đường xiên và (tường vuông góc kc từ mót điem (V 
ngoai một đường thang đèn đường thang dó. đường vunng góc là 
dường ngán nhất. 

Ỏ hình 24 AM < AM. dộ dài đoạn tháng AM gọi là khoang cách từ A 
dôn dường tháng (d) 

3. Các đường xiên và hình chiéu cua chung 

Dinh li 2. Trong hai dường xiên kè từ một diêm năm ngoài dường 
tháng đốn dường tháng đó: 

• Đường xiên có hình chiếu lớn hơn*thì lớn hơn. 

• Đường xiên nào lơn hơn thì có hình chiêu lớn hơn. 

• Nêu hai dường xiên hàng nhau thì có hình chiếu hãng nhau và ngược 
lại nếu hai 1 ình chiếu bằng nhau thì hai đường xiẽn hằng nhau. 


Ví dụ 1. Cho tam giấc ABC, A = 1 V. 

a) Cho diêm E là điếm bất kì trên canh AC Chứng minh: BE < BC. 

h) Cho điểm D nằm trcíì AB, chứng minh: DE < BC. 

07</7.(h.25) a) AE là hình chiếu eúa BE 
trôn AC và AC là hình chiếu của BC trên AC 
Vì E là dièm năm trên cạnh AC nên E nằm 
giữa hai diêm A và c nên AC = AE + EC, mà 
EC > 0 Do váy AE < AC => BE < BC. Khi E 
trùng với c thì BE = BC Nôn hao giờ ta cũng 
có Bĩ < BC (1) 

h) Cho diêm D nằm trẻn AB chứng minh tương tự như câu a) ta có DE < 
BE (2) 

So sánh (1) và (2) ta có: DE i BC (Dấu bâng xấy ra khi E trùng với C và 
D ttrùng với B). 


' B 



\ I du 2. Cho tam giác ABC, AB < AC! Ké dường cao AU. Chứng minh 
HB < Hr 


*7 



Giải 

(h.26) HB và HC là hình chiếu của 
cạnh AB và AC trên cạnh BC mà 
AB < AC\ vây HB < HC. 


II. BÀI TẬP 

1. Cho điếm A ngoài đường thảng a. 

a) Từ điẻm A hãy dựng hai đường xiên AM, AN sao cho AM = AN và 
MÃN = 60°; 

b) Cho dường xiên AM = 18cm. Tính hình chiếu của hai đường xiên. 

2. Cho tam giác cân MNP (MP = MN), kẻ đường cao MH. Lấy một điêVn A 
trên MH, nối A với N và p. Chứng minh: AN = AP. 

3. Hai đoạn thẳng AB và CD cắt nhau tai I, I là trung điểm cùa mỗi điOén 
thảng. Cho AB = 6cm, CD = 8cm, ẢIC = 60°. 

a) Tìm dộ dài hình chiếu của đoạn thảng AB trên đường thẳng CD. 

b) Tim dộ dài hình chiếu của đoạn thẳng CD trên đường thảng AB. 

4. Cho một điểm A ngoài đường thẳng xy: 

a) Xác định trên đường thẳng xy hai điểm M và N sao cho hai dư<ờrg 
xiên AM = AN; 

b) Chứng minh rằng điếm D nằm trên xy, nếu D nằm trên doạn thắng ’MN 
thì AD < AM, nếu D không nằm trên đoạn thẳng MN thì AD > AM. 

5. Cho A ABC, dường cao AH _L BC, BH < HC. Xét diêm M di động ttren 
cạnh BC, diêm M ờ vị trí nào thì: 

a) AM có dộ dài nhò nhất? 

b) AM có dộ dài lớn nhát ’ 

6. Cho AABC có c < B, ké dường cao AD 1 BC 

a) Chứng minh DB < DC: 

b) Lây diêm H bát kì trôn AD, chứng minh LCB < EBC. Từ đó siry 'a 
BÊb < DẼC. 


A 
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7. ('ho lam mác vuông ABC co A = AB < A(\ Kc đường cao AII. 
phan giác AD \à trung tuyên AM. 

. 1 ) Chưng minh BAH < BAI) < BAM; 
h) So sánh đo dài các đoạn thắng AH. AD va AM 

III. HƯƠNG DẤN GIẢI 

1. a) (h.27 ) Dưng AH 1. a, dựng ỊỈAx = 

30° tia Ax cắt dường thang a tại M 
(A\ kỉióng thế song song với a). 

Trên tia dổi của tia HM xác dinh 
diếm N sao cho UM = HN. Vậy hai a N H M 

dường xiên AM và AN là hai dường Hinh 27 

xiên phải đựng. 

(Độc giả tự chứng minh: AM = AN và MAN = 60°). 

h) Tam giấc AMN là tam giác đểu nên MN = AM = AN = I8ícm). 

Vậy HM = HN = -y = 9(cm). 

2. (Í1.28) MH 1 NP nên HN v'à HP là hình chiếu của đoạn thẳng AN và 
AP. HN = HP vì AMNP là tam giác cân. Vậy AN = AP. 



Hình 28 Hình 29 


3. (h 29) Từ c và D kẻ CM 1 AB, DE 1 AB => CM // DE. Vậy nếu E thuộc 
nửa mặt pháng (I) bờ là đường thẳng CD thì M nằm trên nửa mặt (II) là 
nửa mặt phảng đỏi của nửa mặt pháng (I) cho nén I nam giữa hai điểm M 
và H và ME là hình chiếu của đoạn thẳng CD trên AB. Xót tam giác vuông 

OM, ĩ = 60° => ẽ = 30°. vây IM = ịci, IM = 2.4 =2 (cm). 
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Cũng chứng minh tương tự IE = 2 cm: I nám giữa hai diêm ỉ và M ncn 
ME = Mỉ + IE = 2 + 2 = 4 (cm); 

h) Hình chiếu của đoạn thắng AB trcn CD là HK. Cũng chứng-minh 
tương tư ta tính được HK = 3cm. 


4. (h.30) a) Kè AH _L xy. Trên tia Hy xác đinh M và trên tia dối Hx xác 
định điếm N sao cho HM = HN. Ta có dường xiên AN = AM; 
b) Nếu D nằm trên tia Hy và D nằm giữa H và M (D nằm trên (toan 
tháng MN). 

HD < HM ==> AD < AM. 

Nếu D nằm trên tia Hx và D nằm giữa HN cũng chứng minh tương tự ta 
có AD< AM. 

Nếu D nằm trên xy nhưng khỏng nằm trên đoạn tháng NM. Giá sứ D’ 
nằm trên tiu Hy nhưng nằm ngoài đoạn HM. Ta có HD' > HM suy ra 
AD’ > AM. 


A 



Hình 30 

5. . AH 1 BC (giả thiết) mà BH < HC 
(gc) ncn AB < AC (quan hệ giữa 
đường xiên và hình chiếu) 

• AH < AB < AC (quan hệ giữa 
dường vuông góc và đường xiên) và 
AH < AM. 




• Nếu M nằm giữa B và H thì HM < HB ncn AH < AM < AB < AC. Nêu 
M nằm giữa c và H thì MH < HC nên AH < AM < AC. (Quan hè giữa 
đường xièn và hình chiêu). 

Vậy: ai Níu M trùng vói II thì AM có độ dai nho nhất (AM = AII>: 
b» Nêu M trung \oi c ihì AVĨ co do dai lơn nhát (AM - AC). 
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6. a) \AB(' co A('B <- ABC' nón 
AB ‘ A(' (quan hộ giữa góc và canh 
CỈOI chèn trong tam giác) AI) I B( 

(gia thict) ma AB < A( nen I)B < 

IX (quan hộ giữa hình chiêu và 
dương xion); Hình 33 

h) I I) 1 BC (gia thiẽt) mà I)B < DC nén I B < EC (quan hệ giữa hình 
chiêu và dường xiên). 

A B n; có Í H < IX' ĩiẽn FCB < f ; .BC (quan hệ giữa g(k' và canh đòi 
diện trong lam giác). 

AMI- Dcõ D =90° ncn BrTb 4 EBD = 90" ( I ) 

AO-Dcó D =90° I1CI1 DEC + DTE =90° (2) 

Từ (: ) VÌ 1 (2) suy ra BẼD + EBD DẼC' + DTE mà BBC’ > ECB Vạy 
BM) < DEC' 



B + .BAH = 90°; mà B > 45°. Vậy BAH < 45° (2) 

• Kéo dài AM đc có ME = MA mà MB = MC (giá thicU VÌI AMB - 
EMC (dôi dính), vậy AAMB = ACME (c,g,c), suy ra Ê = BAM và 
EC = AB < AC. Mặt khác, AACE có EC < AC nên CÃẼ < Ê = BAM 
=> BÃM + BẤM > BÃM + C AM = 90° => 2BAM > 90°. Vậy 
BẤM >45°. (3) 

Từ (1 ); (2); (3) suy ra BAH < BAD < BAM; 

b) • Xct nứa mật phắng hií là dưcíng thăng AB có chứa díóm (’. có 
BAH < BAD ncn tia All nam giữa 2 tia AB \n AD. suy ra II nam giữa 
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B và D. Lại có BAH < BAM nên tia AH nằm giữa 2 tia AB và AM. suy 
ra H nằm giữa B và M. Từ các chứng minh trên suy ra D và M cùng phái 

với H Ta có BÃI) = BAN + HAD = 45° < BAH + HAM = BAM => 

HÃD < HÃM. 

Xét nửa mật pháng bờ là đường thắng AH. ta có HAD < HAM nên tia AD 
nằm giữa 2 tia AH và AM, suy ra D nằm giữa Ha và M, nên HD < HM. 

• AH 1 BC, AH là đường vuông góc, AD và AM !à các dường xiên có 
các hình chiếu là HD và HM mà HD < HM. Vậy AH < AD < AM 


§3. QUAN HỆ GIỮA BA CẠNH CÚA MỘT tAM GIÁC - 
BẤT ĐẢNG THỨC TAM GIÁC 

I. KIẾN THỨC CẦN NHỚ 

1. Bất đẳng thức tam giác 

Định lí. Trong một tam giác, tổng độ 
dài hai cạnh bất kì bao giờ cũng lớn 
hom độ dài cạnh còn lại. 

Từ (h.35) ta có các bất đắng thức 
AB + AC > BC 

AB + BC > AC Hịnh35 

AC + BC > AB 

2. Hệ quá. Trong một tam giác, hiệu dỏ dài hai cạnh bất kì bao giờ 
cũng nhò hơn dộ dài cạnh còn lại. 

AB > BC - AC; AC > BC - AB: BC > AC - AB (h.35) 

3. Nhận xét. Kết hợp dịnh lí và hệ quà ta có thê phát biêu như sau: 

Trong một tam giác, độ dài một cạnh bao giờ cũng lớn hơn hiệu và nhó 
hơn tổng các độ dài cùa hai cạnh còn lại. 

Trong mọi AABC. với cạnh AB ta luôn có: 

BC - AC < AB < BC t AC 


A 
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V I dụ I. (Y> thê cỏ lam giác nào mà ha canh cỏ độ dài như sau không? 

;0 Một canh 5 cm, hai canh khác hãng 10 em. 
f\) Một canh hang l()cm hai cạnh khác hăng 5 cm. 

(ỉitii 

a) Có tam giác can cạnh (láy hang 5 em. hai cạnh hên hăĩ g 10 em. 

b) Khong co tam giác nào vì 5 4-5 = 10 (cm). hoặc 10 -t 5 trái với hất 
dâng thức tam giác. 


V í du 2. Cho diêm M nam trong tam 
giác ABC , chứng minh 

AM + BM < BC + AC 
(//(// (h.36) Đường tháng BM cắt ACơ 
ỉl Trong AHBC be < EC - BC (1). Trong 
AMAE, MA < ME 4- EA (2). Cộng vế 
với vố của (1) và (2) ta có: 

BE + MA < EC + ME + EA 4 - BC (3) 


A 



M là điếm nằm giữa hai điếm B và E ta có BM 4- ME = BE, E là điếm 
nằm trên cạnh AC. 


Vạy từ (3) ta có: 

MB 4 - ME + MA < AC + BC + ME 


=> MB 4 - MA < AC -r BC. 


II. BÀI TẬP 

1. (Tio BB' là phàn giác tam giác ABC. Chứng minh ràng BA > B’A, BC > BC. 

2. Chứng minh rang đường trung tuycn cua tam giác nhó hơn nữa chu vi 
của tam giác ấy. 

3. (ỉọi N là diêm năm trong tam giác ABC có chu vi hãng 2p. Chứng minh 
rang: P<NA + NB4- NC < 2p. 

4. C hưng minh rằng: a) Trong một tam giác dường cao thuộc cạnh thứ ha 
nhó hơn nứa tổng hai cạnh kia; 

h) Tổng ha dường cao của một tam giác hao giờ cùng nho hơn chu vi của 
tam giác. 

5. Tìm các tam giác mà ha cạnh dểu là số nguyên xcntimet, hict hai cạnh là 
7 cm. 2 Ctrl. 
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6 . 


ỊT 

Cho tam giác ABC. Gọi M là trung điếm cúa cạnh AB. Chứng minh rang 

vir , ^ AC f BC 
MC< 


7. Ba thành phô A, B, c trên một bản đồ là ba đính của một tam giác, trong 
đó AB = 3()km, AC = 65km. 

a) Nếu đặt ở B máy phất sóng có bán kính hoạt động ở 34km thì trong 
hai thành phố A và c thành phố nào nhạn được tín hiệu? Vì sao? 

b) Cũng hỏi như trẽn với máy phát sóng có bán kính hoạt động là I lOkm. 

8. Cho tam giác ABC có AC > AB, phân giác AD. Gọi E là một điếm nam 
giữa A và D. Chứng minh lằng AC - AB > EC - EB. 

9. Chứng minh rằng trong một tam giác, một góc sẽ là góc nhọn, góc 
vuông hay góc tù tuỳ theo cạnh đối điẹn với góc ấỷ nhô hơn bàng hay 
lớn hơn hai lần trung tuyến ké tới cạnh đó. 

(Thi vào ìớị) 9 (huyên toán TP Hỗ Chí Minh ì9S3) 


III. HƯỚNG DẪN GIẢI 


i. Xét tam giác ABB\ AB B là góc 
ngoài tại đỉnh B' cùa tam giác BBy 

nên AB'B > B: mà B: = Bi (do 

BB' là phân giác cùa B) => 

ẤĩTb > B| => BA > B A. Cũng 
chứng minh tương tự ta cỏ BC > B’C. 


B 



2. (h. 38) Tam giác MAC: AM < AC + MC ( ì ). 
Trong tam giác MAB: AM < AB 4 - BM 
(2). Cộng vố với vế cùa (I) và* (2) ta cỏ: 

2 AM < AB + AC + BC 1 VI M là điểm nam 
giữa hai điếm B và c, nên BM + MC = BC). 

2AM < chu vi AARC 

Do đỏ ẠM < -ị chu vi AABC. 


A 



Hinh 38 
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3. l a vo: 


NA t NB < AC’ 4 Oi 
á NA . NC AB 4 BC 
NB + NO • AB 4 AC 

2(NA 4 NB 4 NO < 2 ( AB 4 M' t BO 

- 1 ' 

<-> N A 4 NB 4 NC< 2p 
Mát khác la có: 

NA 4 NB > AB 

+ NA + NC > AC 
NB 4 NO > BC 

2(NA + N3 4 NO > AB 4 AC 4 BC 
2(NA 4 NB + NO > 2p 

:í> NA 4 NB 4 NO > p 
Ouói CÌIIIĨỊ ta có: p < NA 4 NB 4 NC < 2p. 


4. a) Kc dường cao AH cua lam giác ABC ta có AH < AB (canh góc vuông 
nho hơn cạnh huyền), tương lự ta có: AH < AO. Vậy 

2AH < AB 4 AC AH < — ụ ~ C -; 

h) Gọi 3 dường cao cứa tam giác ABC là AU, BH’, CH" ta cớ: 

AH < AC ì 


BH' < AB 
CH" < BC 
(củng có tliố chtmg minh từ câu a>. 


AH 4 BH'4 cn ' 


-p 


5. Cioi dộ dài cạnh thứ ha phái tim là a. Theo hát đáng thức tam giác la có 


7 - 2 < :t < 7 4 2 « í < a < 9 
<=> a = 6; 7; 8 

Vậy có ba tam giác mà dộ 
dài 3 cạnh lấn lượt là: 7cm. 
2cni. 6 cin: 7 em, 2 em, 7 
em: 7 em, 2 em, X em. 

6. I lình 39 

Trẽn tia dổi cứa tia MC lấy điếm 
N sao cho MN = MC, ta co. 
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AM AN = AMBC (c.g.c). suy ra BC = AN. 

Trong tam gịác ANC, theo hất đẳng thức tam giác thì NC < AN + AC. 
Ma NC = 2N1C, còn AN = BC, do đó 2MC < AC + BC, suy ra MO < 
AC + BC 
2 

7. Xét tam giác ALiO. theo bất đẳng thức tam giác ta cỏ: 

AO AB < BC < AB + AC 
65 - 30 < BC < 65 + 30 
hay 35 < BC < 95. 

a) Nêu máy phát sóng ớ B có bán kính hoạt động bằng 34 knt thì ờ A 
nhận dược tín hiệu (vì 34 km > 30km), còn ờ c không nhận được tín 
hiệu (Vì 34km < 35km < BC); 

b) Nếu máy phát sóng ở B có bán kính hoạt động bằng 1 lOkm thì ờ 
cà A và c đcu nhận được tín hiệu (vì 1 lOkm > 30km = AB; 1 lOkvtn > 
95 km > BC). 

8. Hình 40 

Trên cạnh AC láy điếm F sao cho 
AF = AB, ta có: 

AAEB = AAEF (c.g.c) suy ra EB = EF (1) 

Trong tam giác EFC, theo bất dẳng 
thức tam giác ta có: 

FC > EC EF (2) 

Từ (1) và (2), suy ra FC > EC - EB (3). 

Vì AC > AB mà AF = AB nên trên cạnh AC thì điếm F nằm giữa A và 
c, ta có FC = AC - AF = AC - AB (4). 

Từ (3) và (4) ta được AC - AB > EC - EB. 

9. Giá sử có AABC, AM là trung tuyến. 

Ta phái chứng minh 3 trường hợp sau: 

1) Nếu BM < AM thì Ả nhọn; 4 

2) Ncu BM = AM thì Ẩ = lv; 

3) 'Nếu BM > AM thì A tù; 



c 
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SO 



('hứng minh Inrờng hợp 1: 

XÓI AABM co BM < AM => BAM < B (định lí) 

XÓI AACM co MC < AM => ( AM < c (định lí). 

Suy ra BAM 4 CAM < B + c hay A < B + c 

Nêu A tù thì A + B + c > 1X0° mâu thuẫn VỚI định lí tổng các góc 
trong một tam giác hăng 1X0°. 

Vay góc A nhon; 

Trường hợp 2: 

Nếu AM = BM = M c => Ầ = B c mà Ả + B + c = 1 X0° =^> Ả = 90°; 
Trường lìựp 3: 

Chưng minh tương tự như trường hợp 1. 


§4. TÍNH ( HẤT BA ĐƯỜNG TRUNG TUYÊN CỦA TAM GIÁC 


ỉ. KHẾN THỨC CẨN NHỎ 


1. Đường trung tuyến của tam giác 

Đoạn thăng nối đĩnh với trung diêm của 
cạnh dôi diện gọi là dường trung tuyến 
của tam giấc. 

0 hình 42a uơạn tháng AM nối dinh A 
với diêm M la trung điếm BC, AM là 
một trung tuyến của tam giấc ABC. 

Như vậy một tam giác có 3 trung tuyến. 


A 
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2. Tinh Chat ba đường trung tuyên của tam giác 


Dinh li. Ba dường trung tuyến của 
một tam giác cùng di qua một 
diếm. Điểm đó cách mỗi dính một 
2 

L.oang hãng — dó dài dường 
rung tuyên di qua dinh áy. 




Chang hạn AABC cỏ ba dường trung tuyên AM, BE và CN cùng di qua 
dicm G. Điếm G gọi là trọng tâm của AABC và ta có 


GA GB GC 
ĂM “ BE " CN 


^ (h.42b) 


Ví dụ 1. Gọi AM là trung tuyến của tam giác ABC, A'M' là trung tuyến 
của tam giác A BC. Biết răng AM = A’M\ AB = A'B\ BC - B'C. Chứng 
minh hai tam giác ABC và A B C bằng nhau. 

Giai 

Ta có BC = B'C, do đó BM = B’M\ Ta dược AABM = AA B M (c.c.c). 

Từ đó suy ra B = B 

Vì AB = A’B\ B = B’ và BC = ưc\ nên ta dược: AABC = AABC (c.g.c) 


A A’ 
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Ví dụ 2. Cho tam giác ABC. Trên cạnh BC lấy điếm M sao cho BM = 
2 ( 

^BC. Trên tia dối của tia CA lấy điểm A' sao cho CA’ = CA. 


Chứng minh AM cắt BA’ tại N và N 
là trung điếm của BA'. 

Giời 

Tia AM nằm giữa hai tia AB và AC 
(vì M nam giữa hai điếm B và C), B năm 
trên tia AB, A' năm trcn tia AC, nên đoạn 
BA’ phái cắt tia AM tại N. 



Hình 44 


Xct tam giác ABA\ BC là trung tuyến (vì A' nằm trên tia dối của tia CA 
ọ 

mà AC = CA ), BM = — BC nén M là trọng tâm cua tam giác ABA', vay AVI 
là trung tuyến cùa tam giác nên N là trung diêm của BA' (vì AN đi qua M). 
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II. BÀI ĨẢP 


1. ('ho lam giác ABC, các trung tuyên AM. BN\ CPcat nhau tai (ì Cỉoi E la 
trung (licm cua BCỈ. Nói AF cát CP o I. 

a ) ('hứng minlì P! = P( 
v 9 

h) Kco (lài AM đe co ME = M(i. Chứng minh NE // AF và NE = AI 

2. Cho lam giác ABC. các trung tuvẽn AD, BE và CE. Chứng minh: 

AI) - BE + CE < chu VI AABC< ị ị Aí) + Bi; + CFÀ. 

3. Cho AABC, trung tuyên BO. Kéo dài BO dế co OM = OB 
a) Chứng minh AM // BC và (AI // AB; 

h) Tren canh AC lay các diếm E và F sao cho AE = EE = FC. Chứng minh 
na BI: di qua trung diêm cua AM và tia BF di qua trung diêm cùa CM. 

4. Cho tam giấc ABC. ha trung tuyên AM. BN, CF dổng quy tại G 

3 A _ 

a) ('lnrng minh rang AM + Cí > ” AC : 

h) Bict tam giác ABC Miong tại B có AB = 5cm, BC = I2cm. Chứng 
minh rang AM + BN + C'F > 26cm 

5. Cho tam giác vuông ABC, A = 90°: E là trung điếm của AB, F là trung 
dicm cua doan AC. Trôn cạnh BC láy các diêm L, M, N sao cho L là 
trung diém cùa BC, M là trung diếm của BL, N là trung điếm của LC. 
Các đoạn EM và AL cắt đoạn BF tại I và K. Tính độ dài của các đoạn 
l K, EN và IM. Biết ràng BC = I2cm. 

6. Coi E, M. N lán lượt là trung điếm của các cạnh AB, BC, CA của tam 
gác ABC. 

a Chứng minh răng trọng tâm G của tam giác EMN cùng là trọng tám 
cua tam giác ABC; 

h Tính khoáng cách giữa trọng tam của tam giác LMN và trọng tâm cùa 
u m giác AEN Biết lâng AM = 12 cm. 

7. Hai canh cua một tam giác không hãng nhau. Chứng minh rằng trung 
tiyen xuất phát từ dinh chung cua hai cạnh này tạo với cạnh nhỏ một 
£ÚC lớn hơn cóc tao vói canh lớn. 



8. Cho tam giác ABC là ba trung tuyến AA|, BB|, CCị cãt nhau tại <G Trên 
cạnh AB lấy điểm E, sao cho AE = ~ AB. Trên cạnh AC láy điếm p sao 

cho AP = ^ AC. Gọi M là giao điếm của BP và CE. Chứng minh: 

a) M nằm trên trung tuyến AAị; 

b) G cung là trọng tâm của tam giẶ^ A,B t c, 


III. HƯỚNG DẪN GIẢI 

1 .1 a) Ba đường trung tuyến của AABC 

* _ . ^ 1 ~ 

. cắt nhau tại G nên PG = Ỷ PC (1) và 

MG = |aC.; GN = ^BG (tính chất 

3 dường trung tuyến cùa 1 tam giác). 
Hai dường trung tuyến AF và GPcúa 

AGAB cắt nhau tại I nên IP = -^GP 
(2). Từ (1) và (2) suy ra IP= ỆpC; 
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b) MG = ME (giả thiết) và MG = ^-AG nên GE = AG (3) 


GF = FB= ịBG (giá thiết) và GN = {bG nên GN = GF (4) 

AGF = EG£J (đối dinh) (5) 

Từ (3), (4), (5) suy ra AGAE = AGEN (c.g.c), suy ra NE = AF và 
GAF - GEN mà 2 góc so lc trong vậy NE // AF. 


2 . 


Kéo dài BE đô’có BE = Eli (I) 

Theo giá thiết ta có AE = EC’ (2) 

và AEB = CEH (2 góc đối dinh) (3) 
Từ (1), (2); (3) suy ra: 

AAEB = ACEH (c.g.c) => CH = AB 



K4 



MU'II co BO + 011 > BII hay BO 4- AB > 2BP (4) 

í'hứng minh tương tự ta có AB 4- AO > 2AỈ) (5) va CA 4- OB > 2(1 (6). 
l ù (4), (5), (6) ta có: 

2( Bỉ 4- AI) 4- CF) < 2iAB + BC 4- AO. Váy BI . 4- AI) + (1 nho hơn 
chu vi AABO 


3. 


• Ah và BE; OE là 3 đường trung tuyên cua AABO cat nhau tai G nõn 
(ÌA = ị AD: GC = B(ì = 2 BE AGBC có CÌB + GC > BC. Tư<tng 
lự la có (ỈA + GC > AC; GA + GB > AB. Từ dó suy ra 2<GA + GB + 


GC) > BG + AC + AB; 2. ^ (AD + BH + CB) > chu vi AABC. 
Vậy AI) + BE + CF < chu vi AABC < ị (AD + BE + Gí ). 


a) Xét XOAM và AOCB 
ta co. OA = oc (gia 
thiết); OM = OB (gia 

thiến; CÕB = AÕM 
(đối đỉnh). Vậy AOAM = 
AOCB (c.g.c). Suy ra 

OAM - OOB, mà 2 góc 
so lc trong nên AM // 
BC. Chứng minh tương 
tự ta cùng cỏ CM // AB; 



b) OA = oc = — AC (gia tlìiẽt); AE = EF = FC = --AC (giả thiết ) 


1 _ 2 - 

Aỉ = FF = FC = ~.2()A - “OA - ~OC. 


AABM có AO là trung tuyên (vì OB = OM) và AF = “AO nên F là 

trọng tâm, do đó BPđi qua 12 thì BP là trung tuycn. Chứng minh tương tự 
ta có Ọ là trung diêm của CM. 


4. a) (lì 48). 

Trong tam giác AGC, theo hât đáng thức tam giác, ta có: 
GA 4- GC > AO 
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3 

Suy ra AM + CF > ^ AC (1); Hình 48 

ẩL 


b) Nếu tam giác ABC vuông ờ B thì theo định lí Pitago ta có: 

AC 2 = AB 2 + BC 2 = 5 2 + 12 2 = 25 + 144 =169 = 13 2 
suy ra AC = 13 (cm). 

BN là trung tuyốn thuộc cạnh huyền AC cùa tam giác vuông ABC nên 
theo ví dụ 4, t' có BN = ^AC (2) 

Từ (1) và (2) ta có: 

AM + BN + CF > |aC + |aC = 2AC = 2.13 = 26 (cm) 

Vậy AM + BN + CF > 26 cm. 


5. 


(h.49) Vì L và F là trung điểm 
của các cạnh BC và AC nên AL 
và BF là hai trung tuyến, và do đó 
K là trọng tâm của tam giác đã 
cho. Như vậy ta được: 


KL = 


(theo tính chất của các 


trung tuyến), • 


A 



Hình 49 


(theo tính chát của đường trung bình). 



(theo tính chất của dường trung bình). 


Mật khác, nối LF, vì LF là đường trung bình của tam giác ABC nèn FF 
vuông góc với AC, do dó LF cũng là dường trung trực cứa cạnh AC; như 

gQ 

vậy ta có LA = LC, tức là AL = —- Thay BC = 12cm, ta được: AL = 6cm; 
KL = 2cm; FN = 3cm; IM = lcm. 
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6 . 


(1.50) a) Ke ba trung tuyên cua 
A\H( là: A\l, BN và ('ỉ,. Biet rang 
3 trung tuyên đó cal nhau tại trọng 
ton (i cua AABC. Gọi li là giao 
đem cua AM với LN. Vì I N là 
drơng trung binh cua tam giác ABC 
n:n LN song song với BC và LN = 
ỉ AI = MC Do dó LH là dường trung 


bnh cua tam giá : ABM và LII = 



A 
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và HN là dường trung bình của 


t;m giác AMC và HN = —Từ do ta suy luân LH = UN (vì BM = MC), 

ne là H là trung diêm cua LN Như vậy MH là trung tuyên ứng với canh 
IN cùa tam giác LMN. 

Coi I là giao điểm cùa BN với LM. Gọi K là giao điếm của MN vơi CL. 
1 rong tự như trên, ta chứng minh dược răng NI và LK là các trung tuyến 
cia tam giác LMN. Rỏ ràng G là giao diêm của ba trung tuyến của tam 
gác LMN. 

\ặy trọng tàm của hai tam giác ABC và LMN trùng nhau tai một điếm G; 
b Xét hai tam giác ALN và MNL ta có: AL = MN; LN = NL và 
/N = ML; do dỏ hai tam giác này bàng nhau (trường hợp c.c.c). Từ dó 
sty ra AU = MH (trung tuyên tương ứng). Gọi E là trọng tâm của 

A H H M 

t;tn giác ALN, la có BH = y . Ta cũng có GH = . Do đó ta được: 

IU ,, u _ AU + UM 

FH + GH = —————— urc là 

r/ , AM . " 

Kì = — 4 — = 4(cm). 

\ậy EG = 4cm. 

7. Ciã sử AABC có AB < AC và trung 
uyên AM. Ta phải chứng minh 

FAM > MAC. Thậy vậy, trên tia đối 
cia tia MA lấy điếm D sao cho 
NÒ = MA. 

Fc dàng chứng minh được AMAB = 

gl 1 Hình 51 

AMDC: (c.g.c) => BAM = D và 
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AB = DC. Xét tam giác ACD có CD < AC (do AB = [X' mà AB < AC 
(gO) => D > M AC 

Do đó BAM > MAC (vì BAM = D (chứng minh trên)) 


8. a) Gọi E’ là trung điếm của EB nên 
AịE’ là đường trung bình của ABCE 
=> A|E’ // CE. Trong AAAịE’ dẻ 
dàng có E là trung diêm của AE’ mà 
A|E’ // CE (cmt) => M là trung điểm 
của AA|. Cũng chúng minh tương tự 
AP cắt AA Ị tại M là trung điểm của 
AA| => CE cắt BP tại M là trung 
điểm của AA|. 
b) Xem a) cùa bài tập 6 


A 
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§5. TÍNH CHẤT TIA PHẢN GIÁC CỬA MỘT GÓC 

I. KIẾN THỨC CẨN NHÒ 

I. Tia phán giác của một góc là tia nằm giữa hai cạnh của góc và tạo 


với hai cạnh ấy hai góc bằng nhau. ■ X 

2. Định lí (dịnh lí thuận) p 

Điểm năm trên tia phân giác của \ 

một góc thì cách đều hai cạnh _— 

của góc. / 

Hình 53 Tia Om là tia phân giác 
của góc xOy, M e Om, MP 1 Ox, 

MQ 1 Oy thì MP = MQ. y 

3. Định lí 2. (định lí dáo) Hinh 53 


Điểm nằm bên trong một góc và cách dcu hai cạnh của góc thì năm 
tren tia phân giác của góc đỏ. 

4. Kết hợp hai định lí. Tập hơp (quỹ tích) cua các điòm nằm trong 
một góc và cách dcu hai cạnh cua góc là dường phán giác cua góc dó. 


ss 



I) 


Ví du 1. Cho tam giác ABC, kc tia A\ là 
tia phán giác của BAC lai C' ké dường thăng 
song song với tia Ax, nỏ cát tia doi cua tia AB 

tại I) .Chứng minh xAB ACD ADC. 

(ỉiiii (iT: Cho AABC, A\ là tia phân giác 
của góc BAC, CD // Ax, D năm trcn tia doi của 
tia AB. 

KI xAB ACD ADC 

('hứng minh 

(h.34) Vì Ax là tia phân giác cua góc BAC, Hình 54 

ncn xAB xAC (I) 

Ax // CD hị cắt bởi dường tháng AC. hai góc xAC và ACD là hai góc so 
lc trong nên: 

xAC = ẤCD (2) 

Hai góc xAB và ADC là hai góc đổng VỊ nên: 

xAB = ẤDC: (3) 

So sánh (1), (2) và (3) ta có: 

xAB - ẤCD - ADC 

Ví dụ 2. Cho tam giác ABC tia phân giác cua góc B và góc c cat nhau 



tại o. rinh góc BOC nếu A = u. 

(ỉi(íi 

GT: AABC, Â = XX, Bx là tia phân 
giác của B, Cy là tia phân giác của c, 
o = Bx n Cy. 

KL: Tính BOC 
Chứng minh; 



Bx là tia phân giác của B nôn B| = — B, tương tự C| - - c Trong tam 


giác OBC thì BOC = 1X0° - (Bị +C|) = 180° 





II. BÀI TẬP 


1. Cho hai tia đối nhau Ox, Ox\ Trong cùng một nửa mặt phang có hở là 
đường tháng xx’ về các tia Oa, Ob, Oc sao cho xOa = 30°, xOh - 60°, 
xóc = 120°. 

a) Tia nào là tia phân giác của góc xOb? 
h) Tia Oc là tia phân giác của góc nào? 

2. Cho góc nhọn xOy, ké tia phân giác Oz cứa xOy. Trên Oz lây điểm I’, 
ké dường thắng qua p vuông góc với Ox tại A và cắt Oy tại c, ké dường 
thắng qua p vuông góc với Oy tại B và cắt Ox tại D. 

a) Chứng minh PC = PD 

b) Chứng minh tia Pz là tia phan giác của CPD. 

3. Cho tam giác cân ABC (AB = AC). Trên cạnh AC lấy điếm E, trên cạnh 
AB lấy điếm F sao cho AE = AF. Nói BE và CF cắt nhau tại o. Tia AO 
cắt cạnh BC tại M. Chứng minh điếm M cách dều hai cạnh AB và AC. 

4. Cho góc xAy. Tcên Ax lấy diếm B và trên Ay lấy điếm c sao cho AB = 
AC. Đường thắng vuông góc vói Ax tại B cắt đường thẳng vuông góc 
với Ay tại C ở diêm o. 

a) Chứng minh o thuộc tia phân giác cúa xAy. 

b) Trên AC lấy diêm N (N nằm giữa A và C), trên tia Bx lấy điếm M (B 
nằm giữa A và M) sao cho BM = CN. Nối MN cắt BC ở D. Chứng minh 
OD là phân giác của góc MON. 

III. HƯỎNG DẪN GIẢI 

I. a) Theo giả thiết xOa = 30° và xOb 
= 60° nên tia Oa nằm giữa hai tia Ox 

và Ob và xOa = ^xOb nên Oa là tia 

phân giác của góc xOb. 
b) Tia Oc nằm trong góc x'Ob dc 
dàng chứng minh được bOc = cOx' 

= 60° => Oc là phân giác của góc 
bOx\ 
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■> 


X 


. 1 ) p thuộc ti;i phán giác cua x()y 
nón l\\ = PB (tính chát cùa tia phân 
giác cua I góc: A H = 90"; () 

APD BPO (2 góc doi đinh). 

Vậy APAD = APBC (g.c.g) =5. pc = PD. 

h) Xét AAOP và ABOP có A = B = 90": 
Cạnh liuycn PO chung vù PA - PB nén 
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AAOP = ABOP (cạnh huyền, cạnh góc vuông). Suy ra APO BPO mà 
APO CP/ và BPÕ = DP/. Do dó CP/ = DP/ Váy P/ là phán giác 


cùa CPD. 


3. 


Kè MP1 AB và MỌI AC. 

• Xét AABH và AACF cổ AE = AF; 
AB = AC; BÃC chung, vậy AABF = 
AACF (c.g.c). suy ra C| = B| mà 
ABC ACB (tính chất tam giác cân) 
ncn B: - C 2 . AOBC có B: = C: nén 
AOBC cán. suy ra OB = oc. 


A 
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. Xét AOAB và AOAC có OA chung, OB = OC; AB = AC nên AOAB = 
AOAC (c.c.c), suy ra ỎAB = OAC. Vậy AO là phân giác cùa BAC hay 


AM là phân giác của BAC, nên M cách đều AB và AC, tức MP = MQ. 


4. a) Xót AOAB và AOAC có B = c = 
9()". OA chung, AB = AC (giá thiếr). 
Vậy AOAB = AOAC (cạnh huyền, 
cạnh góc vuông). Suy ra 

OAB : CMC. Vậy AO là tia phân 
giác của xAy; 

h) OB = oc do AOAB = AOAC); 
ÕbKi = ỔCN = 90° (già thiết). 
BM = CN (già thiết) nên AOBM = 
AOCN (c.g.c) suy ra OM = ON. 
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• Từ M ké đường tháng song song vói Ay cát CB tại F. 

MF // Ay nên MFC = NCF; DMF - DNC. Ta có: AB = AC nên 
AABC cân => ABC = ACB mà ABC = FBM (đối đính) nên 
FBM = ACB = MFC, suy ra AMBF cán. do dó MB = MF Xét ADM!I và 

ADNC có MF = NC (cùng hăng MB); MFC = NCF : DMF = DNC nôn 
ADMF = ADNC (g.c.g), do dó DM = DN. 

. Xét AODM và AODN có DM = DN; OM = ON; chung OD nõn 
AODM = AODN (c.c.c), suy ra MOD = NỠD Vậy OD là phân giác 
của MON 


§6. TÍNH CHẤT BA ĐƯỜNG PHÀN GIÁC CỦA TAM GIÁC 


B 


I. KIẾN THỨC CẦN NHỚ 

1. Dương phân giác của tam giác 

• Tia phân, giác của góc B cắt cạnh 
dối diện AC tại N thì đoạn thắng 
BN gọi là (tường phân ÍỊÌÚI (xuất 
phát từ dinh B) của AABC. 

• Như vậy mỗi tam giác có ba 
dường phân giác. 

• Trong tam giác cân, đường phân giác xuất phát từ dính đối diện với 
cạnh đáy cũng là trung luyến ứng với cạnh dáy. 



2. Tính chát ba đường phán giác của tam giác 


Ba dường phân giác cùng di qua 
một diêm. Điếm này cách đcu ba 
canh của tam giác dó. 1 là giao 
diêm cùa các dường phân giác AA'. 
BB*.CC: IL = IP=IQ(h.61) 


B 
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Vi ílụ í . (ÌOI M là diêm cách dcu ha 
cạnh cua lam giác ABC N la giao dicm ^ 
của hai lia phan giác cua các góc ngoài 
lai B \a c Chứng minh rang ha diêm A. 
VI. \ thang hàng. 



(inii V| M cách deu ha canh cua AABC' Hỉnh 62 

ncn M nam Irên lia phán giác cua góc A Vì 

N num liên lia phan giác cua góc CBy, nón N cách deu hai tia B\ và BC; N 
nam liên na phan giác cua góc BCx nên N cách liêu hai tia Cx và Bv Từ dó 
SUN ra VI và N là các diêm cách dẽu hai tia Ax và By Nôn M và N nam trôn 
ỉ 1 a phân giấc cua góc A, SUY ra A, VI, N thăng hàng. 


Ví du 2. Cho góc xOy; lav 
diêm A trcn tia Ox va diêm B tròn 
tia C)y. Hay xác dinh những diêm 
tròn tia phân giác Ot cua góc xOv 
sao cho diêm dó cách dcu Ox, Oy 
\à đoan tháng AB 

(iníi. la phai tìm lícn tia Ot 
những diêm cách dcu: AO và AB: 

Ax va AB 

Đicm cách déu AO và AB hì diêm M. giao diêm của tia phân giác góc 
OAB và Ot. Điếm cách dcu Ax và AB là dicn N, giao dicm cua tia phân giác 
góc BAx \ à Ot. 

Vậy \1. N là những dicm phiii tìm. 



II BÀI TẬP 

1. Cho tam giác ABC\ các tia phân giác của các góc B và c cát nhau (V I. 

BIC = I 35°. Ké IH 1 AB và IF 1 AC. Chứng minh MHĨ là lam giác 

vuông càn. 

2. Cho tam giác ABC Đường tháng xy // BC^ cát 2 cạnh AB và AC theo thứ 
tự tại M và N sao cho BM + CN = MN. Chứng minh dường tháng xy di 
qua giao diêm các dường phán giác cúa tam giấc ABC 

3. Cho tam giác vuông ABC có A = 9() ( ’, B = 20 Ke tia Bx nam giữa hai 

tia BA và BO sao cho ABx = 20°. Bx cát AC ờ F. Ke tia Cy nam giữa 



hai tia CA và CB sao cho ACy = 10°, Cy cát AB ờ F, hai tia B y \a Cy 
cắt nhau tại D. Chứng minh tàm giác DEF là tam giác cân. 

4. Cho tam giác ABC. B = 2C. Kè đường phân giác BD. Từ D k‘ DE // 
BC. Chứng minh: 

a) BD = DC; b) EB = ED; c) Đế có DA = DC = BD thì tam giác \BC là 
tam giác gì? 

5. Cho tam giác cân ABC Từ A ké xx’ song song với BC. Ké dườtg phân 
giác của B và c, chúng căt xx’ tại E và E\ Nối E với c. Chứng nành: 

a) Ax là tia phân giác cua góc ngoài tại A; 
h) AE = AE’; 

c) EC là dường phàn giấc góc ngoài tại C; 

d) Tam giác CEE' là tam giác vuông. 

6. Cho tam giác ABC, A = 100°, B = 50°. Đường phán giác của góc B cát 
dường phân giác ngoài cùa góc c tai o. 

a) Tính các góc cua tam giác BOC: 

b) Nối OA chứng minh OA là dường phán giác ngoài cua góc A.suy ra 
sỏ do của góc AOB 

7. Cho một tam giác có dộ dài các cạnh là a, b, c, dồng thời a - b = b - c. 
M là giao diểm các dường trung tuyến, p la giao điểm của các dường 
phán giác của ca góc trong của tam giác dà cho. Chứng minh ràig MP 
song song với cạnh có dỏ dài là b. 

(7V/W/ de thi ỈISG toan idp 2, ì 97 6 - 1977) 

8. Cho tam giác ABC. Từ trung diêm D của cạnh BC kc dường vuóig góc 
với dường phân giác của góc A cắt AB và AC tại Ví và N. 

a) Chứng minh rằng BM = CN 

b) Đật AB = c\ AC = b. rinh AM và BM theo b và c. 

{Tỉ i( h (tẽ thi ị á( ÌỚỊ) chuyên t a/) 0 . 197.) ị 


III. HƯỚNG DẪN GIẢI 

l. • AABC cỏ BI và Cỉ là phân giác cùa các góc B và c nên AI là phái giác 
của A, vậy A| = A:. (I ) 
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A 


. Xót \ 11«' có: IBC + ICB = 
ISO" Bl(' =1X0° - 135° = 45", 
(lo đó ABC t ÃCB = 
2<IBC ạ ICB) = 2.45° = 90”. 
•ly ra BAC = 9ơ’< 2). Từ (1 1 
và (2) suy ra Á| - A> = ỹ A 



Hình 16 


= 45”. Lại có É = I =90". do dó niA =45”; NA = 45” F2IĨ = 90° => 
AIHÍ- vuông tại I 


• AI là tia phân giác cua A nôn I cách déu AB và AC => 11: = II* Từ các 
chứng minh trên suy ra \IT[ vuong càn. 

2. Trên MN, láy điếm o sao 
cho OM = MB ta đưoc 

AM BO cán, suy ra MOB 

= B: mà MOB - Bị (do 
XV // BC và 2 góc sole 

trong) nón B: = Bj. Váy 

e J Hình 65 

BO là phân giác của B. í I) 

Theo giá thiết BM + CN = MN ha> BM -h CN = OM + ON mà MB = 
MO nen CN = ON. Chứng minh tương tự trên ta có co là phân giấc cùa 

c (2). Tìr (1) và (2) suy ra o là giao diêm các đường phán giác của B 
và c ; Theo tính chất ha dường phán giác thì AO là phan giác cua A. 

Vàv XV di qua giao điếm các đường phân giác cùa tam giác ABC 



3. •' A ABC có Ả = 90° (gt) nên B + c = 90°, mà B - 2C\ do đó 2C f c 


= "Af hay 3C = 9(; , vJ = 
và B = 60°, lại có 
ABx = 20° (gt) nen 
DBC = 40°, ACy = 10° 

(gí) nen DCB = 20°. BDF 
là góc ngoài ADBC nen 


A 



95 


Hình 66 



IDB = DBC + DCB = 40° + 20° = 60". Chứng minh tương tự ta có 
EDC = 60". Vì HDC ké hù CDB nôn CDB = 120° 

• Ké các tia phân giác của các góc cúa ADBC chúng cắt nhau lại M, ta 

có MDB = MDC = 60". MBD = ịõic = ị .40° = 20° = DBI và 

MCD = |.BCD = ị.20° = 10° = DCE. AMBD và AFBD có 

FBD = MBĐ; BD chung; BDF = B^ 7 ' = 60°. 

Vậy AMBD = AFBD (g.c.g). suy ra DF = DM (1) 

Chứng minh tương tự ta có DE = DM (2). 

Từ (I) và (2) suy ra DE = DF. Vạy ADEF cân. 

4. (Ỉ1.67) a) BD là tia phân giác của góc 
B nên BD phái cắt cạnh AC (D nằm 
giữa hai điểm A và C). ABDC: 

B| = lh mà B = 2C ncn c = ®. 

B 2 = |b => Ồ: = c. 

Do đó ABDC là tam giác cân đinh D nên BD = DC; 

b) Đường thắng DE // BC • cắt cạnh AB. Vì DE // BC => ẾDB B 2 
mà D là góc ngoài của ADBC => D = B 2 + c mà c > 0 => D > íỉ 2 

=> D > EDB, vậy tia ED nằm giữa tia DA và DB, E là điểm nằm giữa 
hai điếm A và B hay DE cắt cạnh AB. 

Theo chứng minh trẽn EDB = B 2 mà B 2 = íìi => AEDBcân => EB= ED. 

c) Muốn có DA = DC khi đó tam giác BAC có BD vừa là trung tuyến 
vừa là dường phán giác, vậy ABAC là tam giác cân. DA = DC = BD => 

BD = — Ac. Vậy BAC là tam giác vuông dinh B. 

■ ạt: Muôn có DA = DC = BD thì tam giác BAC là tam giác vuông 
cân dinh B. 
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( 'ì.hX ) a) \’\ // BC ncn Ai c 
( m Ic trong), B - A: (dỏng 
\ I). mà B - c suy ra 

/\ị Aj. tia Ax năm giữa hai 
ỉ a AC và AD nèn A\ la tia 
phan giác góc ngoài ờ dinh A. 
b ) Cỉiao diêm của các dường 
phán giác là o năm trên dường 
cao AI ỉ, mà EE // BC => AU 1 EE . Hai tam giác vuông AOK và AOE' 
bang nhau (HS tự chứng minh ) => AE = AE\ 

c) E là giao diếrn của hai dường phân giác góc trong B và góc ngoài ớ 
dinh A Vậy EC là dường phan giác góc ngoài ờ đình c (chứng minh 
dẻ dàng); 

d) c va ACD' là hai góc kề hù, vậy hai tia phân giác cùa chúng vuông 
góc với nhau nên AECE vuông. 
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(h.W). a) c = 180° - (100° + 50°) = 30° 

A('F = 150 ' mà oc là tia phân giác. 
— JS()° 

vậy AC o = =75° Tia AC năm 

giữa hai tia CB và co nên 
BCỎ = c + Ấcõ = 30° + 75° = 105° 
BOC = 180° - (105° Hh 25°) = 50°; 
b) HS tự giải. 
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(hà sử cỏ tam giác ABC dã cho (h 70) 
trong dỏ BN là trung tuyến, M là giao 
điếm của các dường trung tuyến p là giao 
điểm của các đường phân giác trong. Ta 
phái chứng minh PM // AC. Từ p ke PD, 
PE, PI theo thứ tự vuông góc với cạnh AB, 
AC, BC. 

Do p là giao điếm của đường phán giác => 
PD = PE = PI = r (r là một số nhất định. Dẻ 
(â + b + c)r 

~ĩ .. 


B 
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dàng có S ABC 


Ké MK ± AC, không khó khăn lắm ta chứng minh được S AMC = S AK 


b.MK _ 1 (a + b + c)r 

_ 


2 -3' 2 

Theo giá thiết a-b=b-c=>2b= 
a + c^MK = i»=PE 
Ta có PE = MK và PE // MK (vì cùng 
vuông góc với EK) => K| = P| (so le 

trong) => K 2 = P 2 (vì hai góc này cùng 
phụ với hai góc bầng nhau) => PM // EK 
hay PM // AC (đpcm). 

(Sau này khi học lớp 8 dể dàng chứng minh PMKE là hình bình hành ’à 
suy ra PM // AC). 



M 


8. a) Gọi K là giao diêm của MN 
và đường phân giác của góc A 
(h.72). Từ B kẻ đường thắng 
song song vói MN nó cắt AC 
tại p. Dẻ dàng chứng minh 
AAMN là tam giác cân => A 
M = AN. Tương tự AABP là 
tam giác cân => AB = AP => 

BM = PN (1). 

Trong ACBP, D là trung điểm của BC và DN // BP => N là truing điổTt 
của PC => PN = CN (2). Từ (I) và (2) => BM = CN; 

b) Ta phái chứng minh hai trường hợp: AB < AC; AB > AC 

• Trường hợp thứ nhất: AB < AC (h.72) 

Khi đó ta có PC = b - c => BM = NC = ^ = => AM = A B + BM 

b - c b + c 

=c+ 2 = 2 

• Trưcmg hợp thứ hai: AB > AC. Cũng chứng minh tương t ự ta tá 
».. b + c „„, c - b 

2 2 


A 
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§7. TÍNH ( HẤT HƯỜNG TRUNG TRỤC (TỈA MỎ I ĐOAN THANG 

1. KIẾN THỨC CẦN NHỚ 

1. Đường trung trực cúa mọt đoạn 
tháng là đường tháng đi qua trung điếm 
cúa đoạn tháng và vuông góc với đoạn 
thăng đó. 

0 hình 73 d là đường trung trực cùa đoạn 
thang AB 

" ........ ^ Hình 73 

2. I ính chát cua đường trung trực 

• Dinh lí ĩhnạn. Điếm nám trẽn đường trung trực của một đoạn thảng 
thì cách deu hai nút cua đoan tháng đo 

M r (tỉ) => MA = MB 

• Dinh lí (lào Diêm cách đcu hai (lâu mút của đoạn tháng thì nam trên 
dưòng trung trực của đoạn thảng đó 

MA = MB => M € (d) 

• Từ định lí thuận và dào ta có: Tập hợp cấc iiem cá . h dcu hai mút cua 
tloan thăng là đường trung trưc của đoạn thềng dó 

• Ung dụng: Có thè vẽ dường trung trực cua đo**! tháng băng thước 
thang và compa. 

Vi du 1. Cho góc xOv (Khac góc 
b«'t) lã' , .;c mau /\ va B lần lượt trớn tia 
Ox và Oy sao cho OA - OB Gọi H là 
trung chem cua (loan thang AB. Chưng 
lììinh lang OH là dường trung tnrc cua 
doan thang AB. 

(hai. l a có OA = OB nón o nam trên dường OU) ' 6 trưc của đoạn thăng 
AB la lại co IfA = 1 ỉH (vì H là ọ uig dtcm cua doan thắng). Vậy OII là 
dường trung trực cua doan thang AB 

Ví du 2. Cho tam giác ABC vuông (V cac dường trung trực của 
các canh goc Miong cat nhau tai í). Chứng minl ang ba điếm B, c. I) 
tlumg hàng 





A 


Cỉiài. Hai tam giác DFB và DỉiA 
hãng nhau (vì EB = EA; FD chung: cùng 

có góc vuông ở E); do dó B Aj. 

Hai tam giác DFA và DFC hãng 
nhau (Vỉ FA = FC; FD chung; cùng co 

góc vuông ờ F); do đó c À2. 

Từ tam giác DAB ta CO' 



Di = 180°- 2. Ả| (vì Ai + B = 2Aị). 


Từ tam giác DAC ta Cỏ: 

D 2 = 180 ° - 2 \: (vì Az + c = 2 Â 2 ). 

Do đó D| + D: = 2. .80" - 2(À| + Ầ:) = 360° - 2.90" (vì Â| + À: = 

90°. theo giả thiết)' ti là BDC = 180°. 

Vậy ba điểm B, D, c tháng hàng. 


II. BÀI TẬP 

1. Cho hai diêm A và c ở ngoài đirờng thẳng xy (khoáng cách từ A và c 
đến xy không bằng nhau). Xác định các diêm B và D sao cho xy là trung 
trực của các đoạn thắng AB và CD. 

a) Chứng minh các đường thắng AC, BD và xy đồng quy; 

b) Chứng minh các dường thắng AD, BC và xy dồng quy. 

2. Cho AABC (AB * AC). Trên tia CA đặt đoạn CH = AB. Hai dường trung 
trực của các đoạn thẳng AC và BE cắt nhau tại o. Chứng minh rằng AO 
là tia phân giác cùa góc BAC. 

Chứng minh rằng nếu E thuộc tia dối của tia CA và CH = AB thì AO là 
tia phân giác của góc kề bù với góc BAC. 

3. Cho tam giác ABC, đường cao AH 1 BC. Xác dinh các diêm H và H sao 
cho AB là trung trực của HE và AC Ịà trung trực của HE. 

Chứng minh rằng: 

a) Nếu A = 90° thì ba diêm E, A, H thang hàng; 

b) Nếu A * 90°, các góc B và c dcu nhọn, nòi HE cát AB và AC 0 ' M và 
N thì HA là tia phận giác cùa góc MHN; 

c) Nếu B tù (hoặc c tù) thì HA là tia phân giác cùa góc nào? V| sao? 
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4. ('ho hai thêm A và D nám tròn dường trung trực AI cua đoạn thang B(\ 
I ) nam giữa hai diêm A và I, I là diếm nam trẽn B(\ 

a) ('hứng minh: AD là tia phán giác cua góc BAC; 

h) Chứng minh: ABD - ACD. 

5. Hai dicm M và N nằm trẽn dường trung trực cua đoạn thăng AB, N la 
trung diêm cúa đoạn thang AB Trên tia dối của tia NM xác dinh M sao 
cho NM' = NM. 

a) Chứng minh AB là dường trung trực cua đoạn tháng N1VĨ: 
h) M A = MB = M’B= MA 

ờ. Cho tam giác ABC góc A tù, B > c. Dựng trung trực cua canh BC' cát 
A(' tại D. Đường thắng BD cát dường cao All cua ABC' tại ìi Chứng 

minh CAH - AED. 

III. HƯÓNG DẪN GIẢI 

1. a) Nối CP, DP, APỌC và APỌD cổ 
pọ chung, PQC = PỌD = 90°, ọc 
= ỌD (gt) nên APQC = APQD 
(c.g.c) suy ra PC - PD và P| = P: 
mà P|+P3=QPÀ= 90° = 

ỌPB = P: + p 4, nên p.< = IV 

A CPA và ADPB có PC = PD: 
p< = IV, PA = PB (gt) nên A CPA = 

ADPB(c.gc), suy ra: A ~ lì. 

Hai dường tháng AC va BD cãt nhau tại M. Xét AMAB có A B nên 
AMAB cân, do dỏ MA = MB Điếm M cách déu A và B ncn M thuộc 
trung trực cứa đoạn thang AB, mà xy là trung trực cua AB. Vậy M thuộc 
xy, suy ra ha dường tháng AC, BD và xy dỏng quy tại M; 

h) Nôi AD và BC cát nhau tại N. ITico câu a) thì M thuộc trung trực cua 
AB nên MA = MB, do đó AMAB cân, suy ra MAB MBA ; cũng do M 


A 
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thuộc trung trực của CD nên 
MC = MD; AMAD và AMBC 
có MA = MB; MD = MC; 

CMÍ) chung nên AMAD = 
AMBC (c.g.c), suy ra Â| = Bi 
mà MAB = MBA nên 
B: = Âi. ANAB có Â 2 = B: 
ncn ANAB cân, do đó NA = 
NB. suy ra N thuộc trung trực 



của AB, Vậy N thuộc xy, suy ra 3 đường tháng AD, BC, xy dồng iqiy. 


2. Do o thuộc trùng trực của AC 
(gt) ncn OA = oc, và o thuộc 
trung trực cùa BE nèn OB = OE, 
theo giả thiết ta có AB = EC. Suy 
ra AOAB = AOCE (c.c.c), do dó 

Ấcồ = ỐÃB (I) OA = oe nên 

AOAC cân, suy ra ACO = CAO 
(2). Từ (1) và (2) suy ra 

ÕÃB = ỐÂC. Vậy AO là phán 
giác của BAC. 

Xét trường hợp diêm E thuộc 
tia đối của tia CA: 



Chứng minh tương tự trên ta có 
AOAB = AOCE, suy ra OAB 
= OCE mà OAB + OAz = 
180° = ỐCÈ + ỐCẦ, do dó 
OAz = OCA. Mật khác 
OCA=OAC nên 

OAz - OAC. Vậy o thuộc tia 
phân giác của góc CA/ ke hù 
với góc BAC. 



Hình 79 
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3. 


a) A =‘)0° 

\API và AAPII co AI’ chung, 
APIH = APH = 9(>". PH = PM 
ncn AAPỈ = AAPH (c.g.c). suy 
ra A) = Aj. ('hứng minh tương 
tự t.a có Ai = A 4 mà A| 4 Ai 
= BỉAC = 90° nên A| 4 A: 4 

Âị 4 Ả 4 = 180° hay EAE là 
góc bẹt Vậy 3 điểm E, A. F 
tháng hàng; 

b) AMPE và AMPH có MP 
chung. MPI = MPH = 90°. PE 
= PH nên AMPE = AMPH (c.g.c) 
suy ra Mt = M 2 Ké tia M/ là 
ỉia dôi của tỊa MIỉ ta có Mi = M| 



Hình 80 



Hình 81 

và M 4 = M 2. Do dó M r = M 4 , suy 


ra MÍA là tia phân giác của NMz. Theo tính chất của tia phản giác thì A 
cách đều hai tia Mz và MN hay A cách đều Hz và MN. Chứng minh tương 
tự ta có A cách đều tia Ht và MN. Từ các chứng minh trên suy ra A cách 

đểu Ihai tia Hz và Ht. Vậy A thuộc tia phân giác của MHN. 


c) B là góc tù: 

Chứng minh tương tự trên ta có 

— A cách đéu hai tia NF và NH, 
hay A cách đều hai tia ME và NU 

— A cách đều hai tia MH và MN 
hay .A cách đểu 2 tia Hx và ME 
Từ các chứng minh trên suy ra A 
cách đều hai tia Hx và HN. Vậy 

A thuộc tia phân giác của xHN 
(tia Hx là tia dối cùa tia HM). 


F 
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Học sinh tự chứng minh trường hợp c là góc tù. 


4 . 


(h.83). GT: AI là đường trung trực của đoạn thắng BC. D cùng Iiãni tròn \I 


KL: AD là tia phân giác của góc BAC: 
ẤBD = ẤCD. 

Chứng minh: 

a) Xét hai tam giác ABI và ACI chúng có 
AI chung. 

Ấĩc = ẤĨB = lv 

IB = IC 

(giả thiết cho AI là đường trung trực cùa 
đoan thẳng BC). 


A 



Vậy AABI = AACI (c.g.c) => BAI = CAI. Mặt khác I là trung điểm của 
cạnh BC nên tia AI nằm giữa hai tia AB và AC => AD là tia phân giác 
của góc BAC; 


b) Xét hai tam giác ABD và ACD chúng có cạnh AD chung, cạnh AB = 
AC (vì AI là đường trung trực của đoạn thẳng BC) BAI = CAI (chứng 
minh trên), vậy AABD = AACD => ẢBD = ACD. 

5. (h.84) GT - MN nằm trên đường trung trực 
của đoạn thẳng AB; N là trung điểm của AB 

- M' nằm trên tia đối của tia NM và NM' = NM. 

KL: AB là đường trung trực của đoạn 
thẳng MM’.; 

- AM' = MB = M'B = MA. 



Hình 84 


Chứng minh: 

a) Ta có AB 1 MM' (vì MN là đường trung trực của đoạn thẳng AB nên 
MN _L AB). Mặt khác N là trung điểm của MM' (vì M' nằm trên tia đổi 
của tia NM và NM = NM'). Vậy AB là dường trung trực cùa đoạn 
thẳng MM'; 

b) Theo giá thiết MM’ là đường trung trực của đoạn tháng AB nên MA = 
MB, M’A = M'B, ta lại có AB là đường trung trực cùa đoạn tháng MM’ liên 
MA = M'B từ đó suy ra: M'A = MB = M'B = MA. 
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6. 1)1 1 B( (vì DI la dường trung trực của 

canh BC); 

All . BO (vì AI ỉ la dường cao cua ABC') 
nón DI h AH (đinh lí). 

Vậy CAH = CDI (dóng vị), 

AID - BDl (so lc trong) 



ma BDỊ = CDi (vì Dỉ là dường trung trực của BC). 
Do đó CẤU - AED 


§8. TINH ( HẤT CỨA ĐƯỜNG TRƯNG TRỤC C UA TAM GIÁC 


I. KIẾN THỨC CẨN NHÓ 


I. Đường trung trực cúa tam giác 

• Trong một tam giác dường trung trực của 
trung trực cua tam giấc dó. 

• Mồi tam giấc có 3 dường trung trực ờ 
hình 86. d gọi là dường trung tnrc ứng 
với cạnh BC cùa AABC 

• Trong một tam giác can dường trung 
trực của cạnh đáy đồng thời là đương 
trung tuyến ứng với canh dáy. 


mỏi cạnh gọi là đườm 



2. Tính chát ba dường trung trực của tam giác 


* Định lí. Ba dường trung trực của một 
tam giác cùng di qua một điếm. Điếm 
này cách đồu ha dinh của tam giác. 

• Chú ý. Gọi o là giao diêm của ba 
dường trung trực của tam giấc ABC thì o 
cách đều ha dinh cùa tam giác (OA = OB 
= OC) ncn có một dường tròn tâm o di 
qua 3 đinh A, B, c. Ta gọi đường tròn này 
là dương tròn ngoại tiếp tam giác ABC. 
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Ví dụ 1 . Cho tam giác ABC, vuông ớ A; các dường trung trực cua các 
cạnh AB, AC cắt nhau tại D Chửng minh rang D là trung diêm cua canh BC 


Gioi 

(h.88) Vì D là giao điếm của các 
dường trung trực của các cạnh AB và AC 
nên hai tam giác DAB và DAC là cân và 
các góc ở đáy cúa mỗi tam giác đó 
bằng nhau: 

DBA = DÀB và DÃC = DCA. 


A 



Theo tính chất góc ngoài của tam giác, ta có: 

ẤDB = DÃC + DCẦ ; 

ẤDC = DÃB + DBA. 

Oo dó ẤDB + ẤDC = DÃC + DCA + DAB + DBA = 180°; từ dó suy 
ra ba điểm B, D, C thảng hàng. Hơn nữa, vì DB = DC nên D là trung điếm 
của BC. 


Ví dụ 2. Chứng minh ràng một tam giác là đểu thì điểu kiện cán và đủ là 
giao điếm của các’ đường phân giác trong và giao điểm của ba đường trung 
trực của tam giác dó trùng nhau. 


Giỏi 

Giả sử có AABC và H là giao điểm của ba 
đường phân giác. Ta phải chứng minh hai phần: 

Phần thuận: AABC đều => H là giao điểm 
của 3 dường trung trực. 

Phần dào: H là giao điểm của 3 đường 
trung trực => AABC đều. 


A 



Hình 89 


• Phần thuận: AABC đếu thì đường phân giác cũng là đường trung trực 
nôn H là giao điểm của 3 dường phân giác cùng là giao điểm của 3 đường 
trung trực. 

• Phồn (ỉỏo: H là giao điểm cúa 3 đường phân giác. Từ H kẻ HE _L BC, 
HQ 1 AC, HP 1 AB => HE = HQ = HP (tính chất ba đường phân giác cua 
tam giác). 
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/ 

Nêu lỉ cùng là giao điếm 3 dường trung trực thì HA = HB = HC. Xét 3 
tam giác vuông AHB BHE, CHQ chúng cỏ: HA - HB = HC HP = ME = HỌ 

(chứng minh tròn). Vậy AAHB = ABHE = ACHQ “> A] = Bi Cj. 

Suy ra A B c nen AABCđcn. 

II. BÀI TẬP 

1. Cho tam giác ABC có cạnh BC cồ định, diêm A di dộng trong mặt phăng 
(sao cho 3 diêm A. B, c không tháng hàng). Đường trung trực của hai 
cạnh AB và AC cát nhau ở diêm E. Chứng minh ràng E di động trên một 
dường tháng cô định. 

2. Cho tam giác ABC. các đường cao BE 1 AC và CF 1 AB. Chứng minh 
rằng cac đường trung trực của các cạnh của tam giác BEC, của tam giác 
BFC và dường trung trực của đoạn tháng EF cùng đi qua 1 điếm. 

3. Cho tam giác ABC. Kè dường thảng m ỵ á\ qua A và song song với BC. 

/ 

Ké đường thảng ĨTH đi qua B và song so.ig với AC, ni I và 1Tb cắt nhau tại 
F. Kẻ dường thẳng ĨĨI 3 đi uua c và song song với AB, m 3 cắt niị và m : 
tại E và G. 

Chứng minh răng giao diêm các đường trung trực của các cạnh AEFG 
cùng là giao điểm các dường cao của AABC. 

4 . Cho tam giác ABC có A = 120°. Đường trung trực của cạnh AB và AC 
cát nhau tại I và cắt cạnh BC lần lượt ở D và E. 

a) Chứng minh rằng các tam giác ABD và ACE là các tam giác cân; 

b) Tính BĨC. * 

5. Cho tam giác cân ABC (AB = AC). Trên cạnh AB, AC lần lượt lấy điểm M, 
điểm N sao cho^AM = AN. I là giao điếm của MC và BN. Chứng minh: 

a) Tam giác BIC là tam giác cân; 

b) AI là đường trung trực của cạnh BC. 

6 . Cho tam giác ABC, A = 120°, B - c = 30°. Đường trung trực của canh 
BC cát cạnh AC tại D, cắt tia đối của tia AB tại E. 

a) Tính các góc của tam giác ABC; 

b) Chưng minh ẼBD = ẼCD = ADB = 30°; 

c) So sánh hai tam giác EDB và EDC. 
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III. HƯỚNG DẪN GIẢI 

1. E thuộc trung trực của AB nên EA = EB, E . 
thuộc trung trực của AC nên EA = EC. Suy 
ra EB = EC hay E cách đều B và c cỏ định. 
Vậy E thuộc trung trực yx của đoạn tháng 
BC cô định. 



2. Kẻ đường trung trực của cạnh EC cắt BC tại o. Theo tính chất đường 
trung trực thì OE = oc nên AOEC cân, suy ra OCE = OEC. Lại có 
ỐCE + ỐBE = 90° = ỐẼC + ÕẼB, nên ỐẼB = QBE, do dó AOBE 


cân, suy ra OB = OE mà OE = oc. Vậy OE = OB = oc Suy ra o là 


giao điểm 3 đường trung trực của AEBC. 

• Chứng minh tương tự ta có OF = OB = 
oc, suy ra o là giao diêm 3 đường trung 
trực của AFBC 

• Từ các chứng minh suy ra OE = OF nên 
o cũng thuộc đường trung trực của EF. 



Vậy các đường trung trực của các cạnh của 
ABEC, của ABFC và đường trung trực của 
EF cùng đi qua trung điểm o của cạnh BC. 


Xét AEAC và ABCA có 

F 

aU 

V.Ị m 

chung cạnh AC: 

\ 


/ 

ẼÂC = ẤCB ; ẾcA = 



CAB (do m 1 // BC; m, // 


B\H 

/ 


AB và là 2 cặp góc so le / 

trong). Vậy AEAC = ^' N ^ s ni 

ABCA (g.c.g). Suy ra m;i 

AE = BC (1); CE = AB (2) Hình 92 


Tương tự ta có: AF = BC (3); BF = AC (4) 

CG = AB (5); BG = AC.'(6) 

Từ (I) và (3) suy ra AE = AF nên trung trực cùa EF di qua A. Mật khác 
m I // BC ncn AH 1 m, thì AH 1 BC. 
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('hứng minh tương tư ỉa có BI la trung trực cua I (ì dông thời la đường 
tao cua \AB(\ và CK la trung trực cua 1(1 dỏng thời là (lường cao cua 
AAB(\ 

\'ậv () la giao dicin các dường trung trực cua \LI (1 dông thòi là giao 
diêm cac dường cao cua \ AHC' 


4. a) Điem I) nam trẽn dường trung trực cua AB nen DA = DB. lam giác 
ADBcan o D. 

Dicm [ nam trẽn dường trung trực cua AC nõn AL = b(\ 
ỉ am giác \b(' can O’ ỉ 


5. 


h) Diêm I la giao điếm cua hai dường trung trực cua AB và AC. nên: 



= 360° 2BAC = 360° 2.120°= 120°. 

a) Xét tam giác ANB và AMC có: 

AB = AC(gt) 

('hung góè A 
AN = AM (gí) 

Vậv AANB = AAMC (c.g.c). Suy ra 
B| C| 

MI = Nu do dó M: = N: 


A 



Lai có AB = AC và AM = AN nên MB = NC Vì vậy AIMB = A1NC 
(g.c.g), suy ta ỈB = 1C\ do dó ABIC cán (V1; 


b) Vì [B = ĨC nên diêm I thuộc dường trung trực của B c ( I) 

Mặt khác do AB = AC nên diêm A cùng thuộc dường trung trực của BC (2). 
Từ (1) và (2) suy ra AI là trung trực của BC. 
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6. (h.95) 

a) Vì Ằ = 120° nên ố + c = IK0° - 120°; 
B + c = 60°; B - c = 30° (gt) 
nèn 2B = 90°. B = 45° 

Vây c =45°- 30° = 15°; 



b) Đicm D nằm trên đường trung trực cùa đoạn thắrg tc. nên 
DBC = c và tia BD nam giữa hai tia BC và tia BA. Cho nên 

ABC = ẤBD + DBC => ABD = ABC - DBC, vậy ABD = B - c = 45° - 
15°=30° 

Trong tam giác ABD có: A = 120°. ABD = 30° nên ADB = ISO' - 
(120 +30°) = 30". 

ABD = ADB = 30° (1) 

E nam trên dường trung trực của đoạn tháng BC và năm trôi đưòng 

thang AB ncn ẼCB = B 

Tia CD nam giữa hai tia CB và cn nên: 

ECD - IÍCB - c hay HCD = B - c = 30° (2) 

So sánh (1) và (2) ta có: 

ABD = ADB = ECD = 30°; 

c) Hai tam giác HDB va HDC có: 

DB = D('; IỈB - MC (l ; . D nằm trôn dường trung trực cùa (loạn tlãnigBO 
EBD - ĨỈCD = 30° (chứng minh ớ càu ho. 

Vậy AKDB = AHDC. 


§9. TÍNH CHẤT BA ĐƯỜNÍỈ CAO CIÍA TAM GIÁC 
I - KIÊN THỨC CẤN NHÓ 


1. Đường cao cùa tam giác 

• Trong một tam giác doạn vuông góc hạ từ một dinh dõn irtộ dưòig 
thang chứa cạnh dối diện gọi là dường cao cua tam giác dó 



/ 


Đoạn tháng AH là dường cao của 
\ABC (h. l )6). Có khi người ta gọi 
dường thăng AE là đường cao cua 
AABC 

• Trong một tam giác cỏ 3 dường cao. 

2. Tinh chât ba đường cao cua tam giác 

Ba dường cao của một tam giác cùng di 
qua mót điểm, diêm đỏ gọi là trựi tâm 
của tam giấc đó. 

3. Đường cao, dưòng trung tuyến, trung trực, phán giác cùa tam 
giác cân 

• Trong một tam giác can dường trung trực ứng với canh đáy dỏng thời 
là dường phàn giác, dường trung tuyến là dường cao cùng xu át phát tìr 
dinh đòi diện với canh đáy. 

• Dề dàng chứng minh dược trong một tam giác nêu hai trong 4 loai 
dường: Trung tuyến, phân giác, dường cao, cùng xuát phát từ một dinh 
và dường trung trực ứng với cạnh dôi diện với dinh này trùng nhau thì 
tam giác dó Kì một lam giác cán. 


A 



Ví dụ 1. Gọi AH và BK là các dường 
ca) cửa tam giác ABC. Chứng minh rang 

CÌK r- c7\ìl 

1 

Gùii. Ta nhận tháy hai góc CBK và 
CaH tlcu là góc nhọn và có các cạnh 
tương ưng vuông góc với nhau: 

CB 1 AH va BK 1 CA 
Vây CĨĨK CAÌỈ 
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Ví du 2. Cho tam giác cán ABC (AB = AO: AU và BK là các dường 
cao. Chứng minh CBK = BAIỈ. 

(ỉ ni ị 

Trong tam giác càn dã cho thì dường cao AH cũng là dường phán giác 
cu; góc A. 



Do đó BAH = CAH. 

Mật khác CAH và CBK là hai góc nhọn 
và có các cạnh tương ứng vuông góc, nên 

CẢH=CBK 
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II. BÀI TẬP 

1. Cho tam giác càn ABC (AB = AC) ké đường phân giác AD cùa A, kẻ 
đường cao BK _L AC, chúng cắt nhau tại H. Trên cạnh AB lây AI = AK. 
a) Chứng minh AD, BK, CI cùng đi qua 1 điểm; 

h) Gọi M, N, p theo thứ tự là trung điểm của AB, DK và CH. Chứng 
minh 3 điếm M. N, p thắng hàng. 

2. Cho tam giác vuông ABC (A = 90°) có AB = 5cm, BC = I3cm Trên tia 

BA láy BD = BC = 13cm (A nằm giữa B và D). Tia phân giác cùa B cắt 
AC ớ E, DE cắt BC ớ F. 

a) Tính độ dài của DE; 

b) Xác định trực tâm của các tam giác ABC và EBC. 

3. Cho tam giác đều ABC. Các đường cao AH và BFi cắt nhau tại G. 
Kéo dài AH đê có HD = HG. Các diếm p và ọ trên canh BC sao cho 
BP = pọ = ỌC. 

Chứng minh các đường thẳng DP và DQ theo thứ tự vuóng góc với BG 
và GC. 

4. Hai dường cao AH và BK cúa tam giác nhọn ABC cất nhau tại D. 

a) Tính góc HDK khi c = 50°; 

b) Chứng minh rằng nếu DA = DB thì tam giác ABC là tam g;íc càn. 

5. Cho tam giác cân ABC (AB = AC). Gọi D là một điếm bất kì trên đáy 

ị 

BC. Chứng minh rằng lông các khoảng cách lừ D tới các cạnh bcn hàng 
đường cao ứng với cạnh bcn. 

6. Chứng minh rằng: Trong một tam giác lổng của ba đường CIO nhỏ hơn 
chu vi của tam giác đó. 



112 



III HƯỚNG DẨN GIẢI 


I. \) \AB(' can ! AB = \(V phan 

Jiac \Ị) cua A dong thời la 
dưỡng cao. Xct \ABK va \:\( I 
co \B - \('; Ak = \l: chung 
góc BAC ncn \ABK - \A( 1 

(. 1 ! C) MI\ ra Al( ’ AKB =Ư0“ 
ha\ n . AB 

\\B( co ' dương cao AI); 
BK; ( ! ca! nhau tại ỉ (hem. ma 
\[) ca! Bk tại 1 i nen (‘I di qua 

II 


\ 
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b) Theo bài 2 ìĩiiiil: .hem canh huyên cua tam mác vuông th 

cacỉi dcu 3 (linh cua tam mác a\ t\à chinh la giao (hem 3 dường trun. 
tnrc)". Ap (lung (le giai hài toán nà\ ta có l ) là trung (hem cua eant 
huyên 11(3 cua hai tam giác Mióng KIIC và Dll(’ nen PK = PI) = IIP = 
PC r> p thuôe trung trực cua DK ( I I. Tương tư ta cỏ VI là trung diên 


cua canh huvèn AB cua hai tam giác vuông KAB va DAB nen \1K = 
MI) = MA = MB :> M thuộc trung trực cũn KI) (2) Theo giá tlìict th 
NK = M) nen N thuộc trung trực cua KI) (3). lu t ỉ ), (2). (3) suy ra M 
N, p cung thuộc trung trực cua (loan thang I)K Va\ 3 diêm M. N, I 
ỉhattg hàng. 

I) 


a) Tia BI cát ( 1) tai \1 

ABC!) can t BC = BD = 13 CI11), tia phân 

giác cua B dong thời là dường cao nên 
BM L (1). mà CA T BD suy ra I ; là 
trực tâm cua \B( I), do dó DI i_ BC. 

• AABCvà ATBDcó A I =90°; BD 
- BC: chung góc B Vậy \ABC = 
\1 BI) (cạn lì lìtivén, góc nhon), suy ra 



Hinh iOÕ 


l)l ; = ACM). 


A \bV vuông lại A, theo dinh lí Pitago la co AB + AC“ = BC“ 

AC = BC : Air = I y - 5 : = 169 - 25 = 144. Vày AC = I 2cm (2) 
Từ ( I ) và (2) suy ra DT = I 2em. 
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b) AABC có BA JL AC và CA 1 AB nõn A là irực tâm AABC \I IX' o> 
BA 1 IX"; CM 1 EB nên ỉ) là trực lãm của AEBC. 


3. • AABC đeu nên các đường cao AU. 

BH đổng thời là trung tuyên và trực 
tâm Ci đỏng thời là trọng tàm. suy ra 

MB = HC và GH = |aG = HD => 

GD = GA = ^ AM; BD = ^BK. 

• AAHB và AAHB có chung cạnh. 
AB. Ê = H = 90°; BAẼ = ÃBỈỉ = 
60". nên AAMB = AAHB (cạnh 
huyên góc nhọn) do dó AM, = BF. 

“ AM = ị BH hay DG = BCì.(I) 



Mật khác, do ABGD có dường cao BM dong thòi là trung tuycn nõn 
ABGD cán đinh B => BCi = BD (2). Từ (I) và (2' aiyra BG = DG = BD 
Vậy ABGD dều. 

. BP = PQ = ỌC = ^ BC = -= Bll mà BM là trung tuyên của ABC)IX nên 

p là trọng tâm ABGD. do dó DP cát BG tại K thì DK là trung tuyến đồng 
thời là dường cao. Vậy DK .1 BG. Chứng minh tương tự la cũng có 
DQ 1 GC 

A 


4. (h.102) a) Vì hai góc C' và ADK 

Ị 

Xk 

đcu nhọn và có các cạnh tương ứng 

/ 

vuông góc nõn c “ ADK. Nhưng 

/ ỵ 

1) 

góc IIDK kc bù với góc ADK nên 

ỵ 

X 

hai góc c và HDK là hù nhau. Như 

B 1 

1 


vậy MDK = ISO" c = 130“ Hình 102 

b) Nêu I)A = DB thì DAB DBA. do dó hai tam giác vuông HAB và 
KBA băng nhau vì có cạnh huyên bàng nhau và có một góc nhọn băng 

nhau. Từ dó suy ra KAB - IIBA, hai góc này cùng kc với đáy AB cua 
tam eiác ABC" nôn ta SUN ra tam ciác ABC' cân, vói CA = ("B 




3. Cho tam giác deu ABC, D là trung diém cua BO Trên tia AB ỉa\ diem 
M sao cho B nam giữa A và M, gọi N là giao diẽni cua MI) và AO 

a) So sánh hai (loạn thang DM và BD, DN \à DC; 
h) So sánh hai đoạn thăng DM \à DN. 

4. Cho tam giác ABC, AB > AC, D là trung diem canh BO. Trôn canh AB 
lay diem H. trên canh AC láy diêm l ; sao cho BE = OE Chứng mmỉ' 

1)11 > DEE 

5. ('ho góc \Oy hang 60°. Tia Om năm giữa hai tia Ox, Ov và \()m - 2o“ 
Trẽn tia ()\ láy diem II. từ H kc dường thang vuông góc VÓI Ox, nó ca; 
Om tại B và cát Oy tai A. Trẽn tia Bm lây diêm D sao cho BI) = AI) 
('hứng minh OA = AI) 


6 . ('ho tam giác ABC có c = 30°. Đường cao AU = -BC Tun các góc A 
và B. 

7. Cho tam giác ABC (AB < AC). Trên các canh AB và AC theo thứ tự lay 
hai diêm D và lí sao cho BD = CE. 

a) So sánh hai gỏc BDT và DEC; 

b) Chứng minh DC > CE; 

c) Gọi M và N là trung diém cua DE và BC. Ke ME // BD và MI = BD, 
ké MG // HC và MG = EC. Chứng minh ha diêm E, N, (ì thang hàng; 

d) ('hứng minh dường thang MN, song song vói tia phán giác Ax cua 
góc BAC. 

s. ('ho tam giác ABC. Đìèm G thuộc miền trong của AABC. 

a) Chứng minh GA + GB + GC > — chu vi AABC; 

h) Gọi M và N theo thứ tự là trung diêm cua BC và AC. Nói GM và kéo 
dài dê có MP = MG Nòi GN và kéo dài dế cố NQ = NG. Nói AP và BỌ 
cat nhau tai o ('hứng minh OA = OP và OB - OỌ; 
c) Chứng minh răng khi (j di dóng thì GO luôn luôn di qua một diêm 
cỏ dinh. 


ỉ 16 



M ( 'ho tani enu Ocu \HU Ị 


( \ theo thư tư la\ I, 

(hem \ 1 . V 1 » S.ÌI• , ho VU V \ \B( ■ 

a ) ('hưiie mmh VI \ ỉ* ỉ.! . 
h ) ( 'hưnu m mlì M \ H< 

C) (ÌOI II I.I Imv 1,111: (,. 11.1 'V Br chun;. ’i lỉ cùng 1,1 In re Um CI 

\\l\p 


ì . HƯỚNG DẪN G!ÀỈ 


\ \BI ỉ (luông e,to ỉ 1( ' 

|||Í 

\Bn 

(luông cao \B < \B 

lỉll 

hnong 

cao B V HA ỈI Ai 



Ba vl uòn L! cao I ỉ( \ \B 

. MA 

a! nhau 

tat ( \ Vay (' là Irựe lam eiia 

\ABỈ1 

('ũiii.’ chưn‘j minh 1ƯIÍII 

g tu. t 

nu tam 

,iia \BCII. \ \( II lau 1 

uoỉ ỉa 

\. H 


A 
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{h 106) \l)\r eo \ ISO" 

(!) t O mè ỉ) A. ( B 

\ - ISO” (A i Bnì 
\ \\ụ' ( ISO" Ị A IU v 

So virh ( 1 ) \ 0 ỉ]) S||\ M \ ( \ ,|\ 

\l)\( là t;un giác can. M!\ Ị I Ị)\ 

I)(' BU 

IK \ mà I)(' = H nen I )\ 

b) \BI )\1 co l)HM ỉn (\ I li nhon) 
\ a\ I )\1 1,1 eanh lớn nha! 


A 



/ 

M 
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(h.!()7) AMBD có MBD = 120° (vì 

ABC' = 60°). Vậy MBD là góc lớn 
nhất, suy ra DM > BD 1 1). 

BMD + BDM = 60° => BDM < 
60°, mà BDM = NDC (đôi dinh) 
suy ra NDC < 60° và DNC > 60° 

vì c = 60° => DNC > c suy ra DC 
> DN mà BD = DC 

=* BD > DN (2); 

h) So sánh ( 1) và (2) suy ra DM > DN. 

(h. 108) Hai tam giác BED và FDC 

, BE = CE 1 

có__; ígt) 

BD = CDj 

B < c (vì trong tam giác ABC, 

AB > AC). Vậy DE > ED 

Trong tam giác DEF, DE' > ED nên 
DẼE > DẼE 

(h.109) Trong tam giác vuông BOH 
có BOH = 20°, H = lv (giá thiết) 
suy ra OBH = 70°. 

ÓBH = ABD (đôi đinh). 

Vậy ABD = 70°. 

AABD là tam giác cân (AD = BD giá 
thiết), suy ra BÃTd = ABD = 70°. 
Vậy ADB = 180° - 2.70° = 40°( 1); 

Ta có: AÓB = xôỹ - xOm = 60° - 20° 



Từ (I ) và (2) ta suy ra AOAD cân tại A => OA = AD. 

(h.110) Gọi o là trung điếm của AC, HO là trung tuyến thuộc cạinh 

huycn cúa tam giác AHC ncn HO = “ AC = OA. Vậy OAH là tam gi.ác 
cân, ta lại cỏ CAH = 60° (vì ACB = 30°), cho ncn AOAH là tam gi ác 




\c. AI ĩ = 


A 


loII \ll : OA hay All = \ 


B( ( 121.1 tluct) suv ra \(' = B(\ Do 


lo lam giác ABC' là lam giác can đinh (' 


V;i> \ 


B = 


ỊS()° 30° 


75 ° 
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7. a> IỈ1CO um thici AB < AC hay AI) + 
DB < AI’ 4- IX mà BD = IX' nén 

AD < AI . MI> ra AỈÀl) < ADH ( I ) 
(quan hệ giữa góc và canh doi diện 
trong lam giác ADR) 

Lai có BDE kề bù ADR và DEC 
ko bìi AI D nén BDE + ADR: = 
1 Xơ' - DRC + AED (2) 



Tư (i > và (2) suy la BDR < DRC; 

b) AADR co ARD < ADF. nõn AED là góc nhọn (vì nếu là góc vuón 
hay tù thì ADR tù dần đón tổng 3 góc cua AADR lớn hơn 1X0°). ARt 

kể bù DRC nõn DEC là góc tù. AEDC có DHC' là góc tù nên là gổ 
lớn nhất, suy ra cạnh IX' lớn nhất. Vây DC > DR; 

C) Noi RD. BE AM DE và ABED có DE chung, MR = BD (giá thiết. 
MI D RDB (vì V1R’ // Bĩ) và là 2 góc so lc trong) 

Vày AM Dí = ABED (c.g.c). Suy ra: BF = MD (3) và MDF = DRB mà 
góc so lc trong nên BR' // DM (4). Chứng minh tương tự ta cũng c 
C(ì = MR (5) và CG // ME (6). Theo giá thiết thi MD = MR (7) 


Từ (3). (5), (7) suy ra BE = (TI: từ (4) và (6) suy ra BE // CG. ABNE V 
ACNCÌ có CG = BE; CN = NB (gia thiết); GCN EBN (vì CG // BE' V 
2 góc so le trong). Vậy ABNE = ACNG (c.g.c). Suy ra BNE = CNG m 

BNE + ENC = 1X0" nén CNG + FNC = ISO" (lo dó (ÍNF = ISO” = 
góc bcl Vãv 3 diêm E. N. (i tháng hàng; 

^ ^ c 


d) MI- = Bỉ) = C'H = MCi (gia thi ế!) nen AMỈXỈ cán. NF = NCi (d 
ABN1 = Av NCi), do do MN la trung uiycn dong thời là phan giác củ 

g(')C EM( i, suy ra Mi M: 


1 E 



Mi ộ (do MF // AB và 2 góc đóng vị); M; = |»| (do M(ỉ // AC va 2 
góc so lc ngoài). Từ các chứng minh trcn suy ra ọ = P| Vậy V.PQ 
cân. mà BAC là góc ngoài Iicn BAC' = P| + ọ 2P| hay 2A IPì, 
ra A; = P| mà 2 góc sơ le trong, vậy Ax // pọ hay Ax V MV 


X. a) AGAB có GA + GB > AB (quan 
hệ giữa 3 cạnh cua 1 lam giác) (I ). 
Tương tự ta cũng có GA + GC > AC 
(2) vìiGB + GC> BC (3) 

Tu (I). (2), (3) suy ra: 

2(GA + GB + GC) > AB + AC + BC 

Vay: GA + GB + GC > ' chu VI AABC 



h) \A\Q và A('\G co \ A = NC 
(gti; NCi = NỌ (gt) = 

AN Ọ CNG ulỏ ị dinh) vậy 
AANQ = ACNG (c g.c). Su\ ra: 

AỌ - CG; AỌN ■= NGC mà 2 

góc so lc trong nôn AỌ // CCi. 

Chứng minh tươm* lự ta cũng có 

BP=A'G và BP//CG 

Suy ra BP = AQ t = CG) \à BP // 

AQC/CG) 



V 

Hình 113 


A AOỌ và ABOP co AỌ = Bl > . ỌAP - APB: AỌB = ỌBP (M AO // 

BP \à là 2 góc so lc trong Ị. Vậy A AOỌ = A BOP (g.c.g). Suy n G/\ = 
OP và OB = OQ; 

OA GAP cố hai trung tu\on GO và A\1 cát nhau tại I nên 1 li trọig tan, 
suy ra IA = ị.\M 

\AB(' CỔ AM la trung ỉuvên, mà IA = AM nên 1 là trong tim cia 


\ABC: lại có \ ABC có dinh nõn I co dinh. 

v.v khi G đì dong tlù GO luon luôn di Lịiia dicm I có dinh 



A 

*>. U) \AB('dcu (gl) nen A B (’ 
h(V AM = M( ’ •■= (\\ nu AM M\ 

( p - ' canh \AB(\ SU) ia MM = 

í \ - \p ” canh \AB( * Su\ ta 

3 

Y\MP \H\M \CP\ <c go, lo N ( 

dó MP MN - p\ Vậ> \\ÍNU la u;nđ% 
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lam mác' déu. 

H) (ìọi p la trung diêm cua B\1 thi BP - IM - AM - M\ : \Bli\ 

can co M -- 60°. Vậy ABI N dcu. nôn MNP - hl)" - Bỉ \ ; NI = BI = 
IM. do do \IMN can có g(H ngoài BI.N = 1MN 4- ỉ Mi = hi)' : 
2PN\1 =60°. Vay PNM = Mf\ 

Từ các chứng minh Irên suy ra B N M MNP ã ỉ NY1 = fr() !I + 30 ,! = l J(r. 

Vậy MN ỉ BC\ 

('hưng minh lương ụrta có \p i ( và PM 1 AM; 

C) Vì AABC dcu nén Inrc tam 11 
dóng thời là giao diêm 3 dư< ng trung 
trực cua 3 cạnh, do dó k. I , ( ỉa M 

trung diêm 3 canh và K I’ Cf - 

90°, II củng dóng thời là giao diêm 3 

dường phan giác trong, do do II cách 

deu 3 canh tưc la IIK - ỉ l(ì - llỉ u 

lại co MK = AK AM 

1 , ,, 1 1 An ,.. . , Hinh115 

ầ AB • AM ỳ AB ( hưng mmh 

c 3 6 

tương tư ta có MK = (ỈP -■= NI = 1 

6 

cạnh V\B(' dcu. 

lư các chứng minh trôn Miy ra MIKM - \IKiP Mll N o g d st!\ ra. 
I IM = IIN — IIP. do dó li ỉà giao điếm 3 đường trung ttiíA cua 3 canh 
A.MNP. Mãl khác \\1\Tdcu non lí cùng ỉa trực ta n cua \VI\P 





BÀI TẬP ÔN CUỐI NĂM 


PHẨN SỐ HỌC - ĐẠI SỐ 


11.3 


1. Thực hiện phép tính: 


31 


A=--\ 1,5-6^ 


1 2 


3 19 


44, 

6 9' 


I : 


14 

93 


( l2 - 5 l) 

(Trích (té thi HSCV lóp 7 thị vã Hà Đôiiịị . Hà Tay. 2(/)2 2004} 


11 1 2 2 2 

, T.'„ u. 2003 + 2004 2005 2002 + 2003 ' 2004 

2 . a)Iính: Ỹ — “5 3—3 3 

2003 + 2004 2005 2002 + 2003 2004 

b) Biết \ - +2' +... + 10 ' = 3025. Tính 2 * + 4 3 + 6 V.. +: 

A _ X 3 -3x 2 +0.25xy : -4 

c) A =--—--. Tính giá trị cùa A bict X = y IÌI 

X . + y - 

sỏ nguyên âm lớn nhất. 

(Trích (tề thi HSG tỚỊ) 7. TP Hồ Chi Minh. 200.1 2004) 

3. Tìm X biết: 


1 . 5 3 

a) x + 7 = -l;b)^x~^-x -10 = 12 ; 
4 6 8 



(Trích (té thi ỊỊŨii LươỊtỊịThẽ Vinh Quận 9 TP. Hồ Chí Minh, 2002-200.1 Ị 
4. Tim X biết: 

3* + 3 X+I +3 x+2 = 117 


c ..ì a _ c I . • , iib _ (a + b ) 2 

5. a) c ho 7 - - - 7 , chưng minh răng — = -—- 7 ; 

h tỉ cd ( c 7 d)" 

h) Tim số có 3 chứ sò chia hết cho 18 và các chữ số tỉ lệ với I; 24. 

6 . a) Rút gọn hicn thưc: A •■= Ix “ l| + l\ 2Ỉ: 

§ . 1% 42 - y . , . 

h) lim n.i ’ ' V ,1 Cii.i V ilo hicu llnrc H - - 7 “ giá tii agiuyên 

y - 15 t J 

nhô "hát. 


(Tỉ '1 h di' '> : HS(Ỉ lo]) 7 thi MÌ Hủ Dòng. Hò Tủy . (1002 2i()03) 




. HA> t nli i 2" + 3 4 +... |WS' -4- |ỌW . 

, Tin I nêu < l() L + 25)' í IO ỉ: 25)'" - 107 

< / / /< 7/ de ỉln IIS(ỉ n' Mỉ) 

('lu n. minh rang với moi so tụ nhiên n, phùn so sau (la) ỉa tòi man 
2 11 -4 
141 3 

(7 /7(7/ (lừ tiu \'ó (ỈU h Toán c/udi te. 1939) 

ị). Cho hun sỏ xác định với mọi X thoa màn: 

x.ĩí X + 2) = (x“ 9)T( X) 

ChTrnị minh rằng phương trình f(x) = 0 có ít nhất ha nghiệm 

(7 77(7/ de thi vỏ dịch Toán ( li(ỉ Díỉ'( I 

1. I lai sô tự nhien <1 và h nguyên tỏ cùng nhau. Chứng minh ràng ƯỚC chung 

2 2 , 

lớn lim của fa + b) và (a“ + b~) háng 1 hoặc hãng 2. 

(77 /77/ (le thi 17) <7/7 lì Toán IỚỊ) s - Mdỉ.scovu, í963) 

2. Cho c;c sô nguyên dương a 0 , Uị, a w , a ỊU) . Gia sử ràng Uị > a u , a~> = 3aị 

- 2a,„. I, = 3a> - 2;i|.a 1(K) = 3a w - 2a vs .Jữu'mg minh rằng a ị(K) >2 n . 

(77 /7 7/ dê thỉ vò dịch Toán ịớị) <s - Maĩsi (A O, 1962) 

HẨN HlỉhH HỌC 

, Cho tan giác cân ABC (AB = AC), trẽn nửa mật phảng không chứa điểm 
c bò và dường thẳng AB đựng tam giác đều ABE và trẽn nửa mật phảng 
khỏi Ìgchứa điểm B bò là cạnh AC dựng tam giác đéu ACD. 
a) So sính hai tam giấc BCD và BCE; 

h) K c lường cao AH của tam giác ABC.Chứng minh các đoan tháng HC, 
D, AH đcng quy (đóng quy là cãt nhau tai 1 dicni). 

. Cho tan giác ABC, ba góc đều nhọn, B = 2C. Tia phân gụk của góc B 

cắt ehrmg cao AH và cạnh AC tại o và M. lại o ké dưỡng thang song 
SO!:.: vVi BC, nó cắt AB và AC tại D VÌ 1 n. Chứng minh: 

a) Caicicm giác BDO. MOE, AOM là tam giác cân: 

b) C!ìúng mtnh M là trung điếm cùa AH. 

. (To tan giác MNP, góc nhọn M báng hai lan góc p Dựfig dường cco NI 1 

Trèn tn dổi của tia MN xac dinh diêm r 5)30 cho Mf *•: MH. nOi l : va H. 

no c.at \ T P tại D 

a)Chứir minh các tam giác MEH. NÍHD. HDPỈà tam giấccỗn; 



hi So sanh các góc cua tam giác NHL) và các góc cua tam giác \V1P; 
c) Trẽn đoan thăng MP lấy diêm Vĩ sao cho ỊIM = IINĨ Chứng mu 
NM = Vỉ p suy ra NE = IIP. 

4. ('ho tam giác ABC, A = 120°, 13 c = 30°. Đường trung trực cua ca 
BC cát canh AC tai ỉ), cát tia đói cua tia AB tại H. 

a) Tính các góc cua tam giác ABC; 

b) Chứng minh EBD - ECD = 30°; 

c) Chứng minh hai tam giác EDB và EDC băng nhau. 

5. Tính các góc của tam giác A! \ nêu các đường phán giác ngoài cua g 
A và B bang canh AB (đường phán giác ngoài AM cua góc A cua ti 
giác ABC là đoạn thăng mà điểm đáu là A và diêm cuói là giao dicni 
cua tia phàn giác và là dường thăng chứa cạnh BC). 

6. Cho tam giấc vuông càn ABC (AB = AC), tia phàn giác của các góc B 
c cát AC và AB lân lượt tại E và D. 

a) Chứng minh rang BE = CD và AD = AE; 

b) Gọi I là giao diõm cua BE và CD, AI cát BC tại VI. ('hứng minh rã 
MAB, MAC là các lam giác cân; 

c) Từ \ và D vè các dường thăng vuông góc vói BE. các dường tha 
này cắt BC lán lượt tại K và H. Chưng minh răng KH = KC. 

(7 /7(7/ de thi HS(Ỉ ló]) 7. //// MĨ Hờ Dỏỉìiị, Hủ 73/\, 2002 - 200 

7. Cho tam giác nhọn ABC. Vc vc phía ngoài tam giác ABC' các tam gi 
đều ABD và ACE. Gọi M là giao dicm cua DC và BF3 Cliứng minh rang 

a) AABE = AADC; 

b) BMC = 120° 

(Trích dè thỉ IỈSG lo]) 7, thành phố Hồ Chi Minh, 2003 ~ 200 

X. Cho tam giac ABC vuông cân tai B. có trung tuyên BM. Gọi D là đié 
bất ki thuộc canh AC. Kẽ AI ỉ. CK vuông góc với BD (H, K thuộc BI 
Chứng minh 

a) BI ỉ - CK; 

b) Tam giác MỈIK vuông cân. 

(Trích de thi Toán 7 c'/<// 1.11'o'iiiỊ Thè \ inh Qìiủn 0. TO Hổ chi Mi) 
2002 -2003 ỉ 

i ). Cho tam giác dcu ABr và dicm ỉ) trẽn canh BC\ Đuòìig thang tỉi qua 
vù song song VOI AC cai \B tai dĩcm I Đưòng thang di qua I) \ .| SOI 
song \(ú AB cat A(' tại I CÌỌ1 p Ỉ.I I: : g dicm cua Blò ọ la trung dic 
cua (T. ( 'hứng minh rang lam gỉ . P1)Ọ hà tam giác dcu. 

í 11 /( h (U thi \'ò ' lo]) { J < hìixcn Toán 10 Hổ ('hỉ Minh, /ys 



10 . I u trung (iicm M canh 4a\ ACai.i I,Ỉ!II giac can AIH kc MI 1 \uniiLi gnc 
\Ó| (ịỉ Hí Vi (ìni V !a IH1ỈÌL' (ỉicin (ỉoan thang Mll ('hưng minh 
I ang \ I I \ II<>ng goc \ < >1 Bỉ* 

1 1 rn h (li ỉln \ <> (h< h í (HUì I(> MuỉSi u'\ ,1, ! { )()2 I 
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a,X+ 4 = 


X = 


I 

4 


c) Ix 


1 

- 8 
Ixl 


X - - = 


“Tư 


. 5 3 

h) 7 X - ■— X 10 = 12 
6 8 


6 

n 

48 


— X = 12+ 10 

0 


8 / 


~r> 

48 


X = 48; 


Ixl = 


X = ± 


d) X = 


64 

9 

64 : 
b 


b + c c + •’ a + b 
(với a + b + c * 0) 


nên X = 


a + b + c 


3' + 3 X+I + 3 X+2 = I 17 nên 3 X ( 1 + 3 + 9) = 117 
3 X . 13 = 1 17 suy ra 3 X =117: 13 

V-!, 

3 X = 3 2 X = 2. 


_ a c a b , . a b ab 

5 . a) f = 7 => 7 = ; = I" nên = — = k 
h d c đ c d cd 

a 4 h 
cTd 


c 

4- h ~ 2(1 


a h a 4 h . (a 4 b) 

- - => -- = k nôn --— 

c d c * d 


Từ (. 1 ) \ à (2 ) SÍI\ ra 


(c 4 dr 

ab (a 4 b)" 
cci (c + d) 2 


(1 ) 

= k 2 (2) 


+ b-c 
I + b f c) 
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b) (iọi ;i. I\ c la ha chữ sỏ lạo nôn so phai lim co ha chứ so (a. h. c có íhc 
la Ị 1 lọt trong (0, I, 2, 3,... với chú V chứ sô hang trani khác 0). So phai 

lim chia hôi CỈU) 1S ncn chia hết cho 9 va 2 Vay a + h + c 9 va clìứ so 

hang don VỊ phai ỉa só chia hèl cho 2. Theo de hai va không lam mãi linh 
chai tonII quát, la co the viêt: 

a b c a ! h f c a f h -+ c 

12 3 1 f 2 V 3 6 

a -4- h 1 - c 9 nen a + b + c = 9; I X; 27 

• Vói a f h + c = I X -Z> 4 --- - - = 3 => a = 3. h = 6, e = 9. 

1 2 3 6 

Vậ\ có các số sau thoá mần de hài 396, 936 

a + b + c 9 9 

• Voi a f h + c = 9 thi —.— — = — a •- — (bị loai) 

6 6 6 

• Với a + b + c = 27 thì a - b = c = 9 (bị loai) vì 999 không chia hết cho 
2 nen không chia hét cho IX (chí chia hét cho 9) 


6 . 


a) A - |\ ỉ| f Ix 2|. l a có the lập bang sau: 


X 

1 

a 

X ll 

'' 

" 1 

X - 2| 

2 X 

2 X 

A 

3 - 2x 

1 

ỉ 


Từ bàng trên ta có: 

• Vói X < 1 thì A = 3 - 2x 

• Với 1 < X < 2 thì A = 1 

• Voi X * 2 thì A = 2x 3; 


b) H 


•c y 

V Ị 5 


27 

y õ 


Muon M có giá Irị nguycn nhỏ nhất thì 


27 

V 15 


có giá trị nguyên nho 


nhất nõn y 15 là ước âm của 27 lớn nhát. Ta hict ước âm lớn nhát cua 
27 là 3 nen y 15 = 3 => y = 12. Do đó với y = 12 thì B = 1 + 

27 d .. . . ....... * 

p - ■ „ = 10 (-10 là giá trị nguyên nhó nhat cua B) 



7. Gọi tổng phái tìm là A, vậy t:i có: 

A = IW : IWX : + I997 2 - I996 2 +... + 3 2 - 2 2 + I 

= (1999 + 1998) (1999 - 1998) + (1997 + 1996) (1997 1996) +... 

+ <3 + 2) (3 2)+ I 

= 1999 + 1998 + 1997 + 1996 + 2 + 2 +1 

1999.2000 . 

= = 1999000. 

2 

s. (10 12 -t-25)"-(10 1 --25r = [<IO l2 +2 c íl() 12 -25)][(10 12 -(25) lo 2 f 25 ] 

= 2.10 I2 .50 = 10 " 

Váy 10 n = 10 14 => n = 14 

21n + 4 .. 

9. Đe chưng minh phàn so ———— là tỏi mân với mọi sỏ tư nhiên n ta 

l4n + 3 

chứng minh 

(21n 4 4) và (14n 4 3) là nguyên tố cùng nhau. 

Gọi d (d > I) là ước chung lớn nhát cứa hai sỏ trôn, ta có: 21n 4 4 = md, 
I4n + 3 = hd (m, lì là số nguvcn (Ì4,\'iìgr> Miy ra 7n 4 I = (m h)d => 
21 n + 3 = 3(m - h) 

Cho ncn ta cỏ: I = (21n + 4) - (21n + 3) = md - 3(m - h)d 

= 3hd - 2md 
= (3h - 2m)d 

Như vậy I là tích của h.‘ .guycn 3h 2m và d. Điều này chi xáy ra 
khi 3h - 2m = d = 1 (dpcm). 

10. Cho X ba giá trị 0, 3, -3 Từ dáng thức dã cho ta có 

• Với X = 0 -> ().f(2) = - 9.1(0) -v> í(()) = 0. Vậy X = 0 là một nghiệm của 
phương trình f(x ) = 0. 

• Với X = 3 => f(5) = 0 nên X = 5 là mọt nghiêm cúa phư<mg trình K>) = 0 

• Vơi X = -3 => f( 1) = 0 ncn X = ~l cũng là một nghiệm cứa phương 
trình f(x) = 0. 

11. Ncu ta 2 + h 2 ) và (a + h) chia hốt cho d thì (a + h) 2 (a 2 4 b 2 ) cùng chia 

o d 2ab chia hct cho d 

Vậy 2a 2 = 2a(a 4 b) 2ab và 2b 2 = 2b(a 4 b) “ 2ah cùng chia hci cho d 
Nhưng a, b nguyên tô cùng nhau thì a 2 , b 2 cùng nguyên tô CÙI g nhau 
Như vậy 2a 2 và 2b 2 không thò chia hốt cho d > 2 suy ra (dpcin). 


I2S 



12. T:. có 


;i h > ỉ 


;i > - aị = 2í aỊ a u ) 

* a< - ;h = 2ía : aI ) 

‘h On ‘Gm “ 0'*'/ t 

. - -■-^r ~ ~ y ĩ<7 ~ ~~ĨJTị 

‘hon ‘Gw “ - ‘hon ~ “ + 'h‘í > ~ 


PHÀN HÌNH HỌC 

1. a) Xél hai lam giác B(l) và CBE. 
nhúng có: BC chung. CD = BE (GI) 
-- \G Bi: = AB, AB = AG) Tia BA 
nám giữa hai lia BC và BE nên 

í IK I BA f ABG = 60° + B ( 1 ). 
Tia CA năm giữa hai lia CB và GI) 

nôn BGD = 60° + c (2) mà B G 
=> BGD BBC’ nên ABCD = AGBE 
(c.g.ch suy ra BGE = DBG. 



h) B và D năm trên hai mặí phăng đoi hờ là đường thẳng AC ncn đoạn 
BD cài canh AG Trong tam giác AEC, BD cắt cạnh AC, nỏ không the 
cất cạnh AE vì hai đoạn tháng BD và AE năm trên hai nửa mật phang 
(lỏn bò là dường thắng AB, vậy đoạn tháng BD cát đoạn tháng EC. Gia 
sử giao diém là o. 

AOBC là tam giác can (BGE “ DBG) nên OB = oc, => o năm trên 
dường cao AN (vì AH là dường trung trực cùa BC) Do do ha đoạn thang 
MD, (1:, AM cát nhau tại o. 

2. (h.l 17) a) Bị B: (gt), ôi - B| 

(so le trong) => B; = C)| nén ABOD 
là tam giấc cán; 1: = c (dông vị), 
ỏ: =Ỏ| - B| mà B| = c (B = 2C) 

SUN ra (): = E 

Vậy AMOE cân; 

Hình 117 
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} => A| - 04 MA = MO(l) 


O4 - 0.4 đỏi đinh 
Ô 4 + B| = Iv 


Â| + c = 1V 
c = Bi 


=> AOM là tam giác cán; 


b) AMOE cân => MO = ME (2), so sánh (1) và (2) suy ra M A = 


M nằm giữa hai điếm A và E, vậy M là trung điểm A và E. 


ME, 


3. a) AMEH (ME = MH) => AMEH là tam giác cân. 

M = É + HI => 

=> M = 2Ê = 2Hi; 

ADHP: íì: = H| => 

1 / \=> H: = p 

M = 2P j 

=> ADHP là tam giác cân; 

ANHDcó N = NHD 
(N + p = 1V, NHD + H: = 1V) 
nên ANHD là tam giác cân; 

b) ANED và ANM°CÓ: N chung, Ễ = p => D = M; 

c) HM = HM’ nên ANMM' là tam giác cân. 

M = M’ mà M = 2P =ĩ> M' = 2P, M' là góc ngoài ớ đinh M của 

AM'NP, M'=P + N = 2P=>N = P => AM'NP là tam giác CUI., vậy 
M’N = M'P. 

M' là dicrn nam giữa hai điếm H, p, vậy HM' + M'P = HP (I ). vi nun 

giữa hai điếm E và N nên 

NM + ME = NE (2) mà HM = HM', 

ME = UM => HM’ = ME; 

NM = NM' = M'P. 

So sánh (1) và (2) ta có IIP = NE. 


\’ 



130 




Hình 119 


<; = 45" ■ 30 " = 15 "; 

h) I) năm Irèn đường (rung trực cùa đoạn (hang BC 
nên B| = c => EBD = B - B| => 

=> EBl) = B - c = 30° (1) 

Ẻ = 90° - 45" => É = 45". 

E nằm trên đường trung trực cùa đoạn BC nên B = BCE mà B > c nên 
BCF. > c, vậy tia AC nảm giữa hai tia CB và CE => 
BCÒ + DCẼ = BCE => Ểcb = BCE - BCD = 45° - 15° = 30° (2). 

So sánh (I) và (2) ta có ẼBD = ECD = 30°: 

c) Hai tam giác EBD và PCD có: BẼD = DẼC, EB = EC; ED chung, 
vậy AEBD = AECD (c.g.c). 


5. Cìọi AM và BN là các dường phân giác ngoài. 

Trường họpl (h.120): Hai điếm M và N cùng nam trên nứa mặt phắng 


bò là dường thắng AB. 

Dật BAC = <p (dọc là phi), ta 

có ANB = (p (VI AABN càn. 
AB = BN (theo giá thiết)). 

NBy = BÃC + ANB = 2«p -^> 

C’By = 4(p. 

BNÍA MBA = 1X0" - 4<p 
MAv = 2(1X0" 4<p) => xÂC 

= 4i I X()’ - 4(P) 


M N 
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mà xAy = 1 K0° nõn <p + 4(1X0° - 4<p) = 1X0°. 15<p = 720” ISO' = 
540°, <f> = 540°- 15 = 36". 

Vậy CAM =36”, CBA = 1X0°.4.36° = 36°.nên ACM = 180°-72"= I0X". 

Trường hợp 2: Hai diếm M và N nam trẽn hai nửa mặt phảng (!6i, hờ là 
dường tháng AB <11. 121). 

Đặt CAB = cp. BÂN = BNA = 1X0° - ( p, NBP = ẤFn = 2<p - 1X0°: 



CBP = 1X0° nên ——— + 2(2<p - 180°) = 1X0° 

4 

» ! 5(p = 1980" => (p = = 132” nên CAB = 132”. 

_ I «0° - I V 1 " „ _- 

( BA = = 12”, BCA = 1X0"-(132°+ 12°) = 36". 

4 


6. a) Xét hai tam giác vuông ABC và ACD chúng có AB = A(\ 

ABC = ACD (do ABC là tam giác vuông cân BE và CD là hai clưítng 
phân giác (gt)) -> AABE = AACD (hai tam giác cùng có một cạnh góc 
vuỏng và một góc nhọn bang nhau). Suy ra BE = CD và Alt = AD; 

b) I là giao diêm của hai đường phân giác BE và CD AM là dưỡng 
phân giác cua A cung là dường trung tuyên Ihuộc canh huyên của tam 

giác \uong can ABC => AM r_-'.BC hay AM - MB = MC : AMAB. 
AMAC cân; 



c) (ìọi N ỉa giao cua AK va ( I) De dang chứng ĩììinỊì dược 
\ Aị Cị : AN = CN = NI), nén N la trung diêm cua (1). ta lai 
c> DH /7 NK (do 1)1 ỉ \à AK cung vuông góc với Blã --■> K la trung dicm 
(II hay Kỉl = K( 


i) Xó* hai lam giác ABH va AIX' chúng co: 


:V\Ỉ DAT (\ì cùng hang A 4- 60°) 

:\H - AI) (hai cạnh cua tam giác dcu ABD) 


\ - AC (hai canh cua A ACTi dcu) 


: \ABI-: = \ADC(c.g c) 



a Xót hai tam giấc vuông ABH và BCK, 
ciúng có: 

/B = BC (gt AABC vuông can tại B) 

1A1 ỉ - KB( (hai góc cùng phu với một góc). 
Siy ra AABII = ABC K 

(rai tam giác vuông cố c anh huyền và một 
g>c nhon của tam giác vuông nàv hảng 
cmh huyên và một góc nhọn cua tam giác 
\ lóng kia thì hai tam giác hang nhau) 

BH = ( K: 


A 
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h Xét hai tam giác A\1 II va BMK chung có AI ỉ = BK (an trẽn) 
AVI = BM tgt). MAI i MBK (c.g.c). suy ra MI ỉ = MK (!) va 

/MI ỉ BKM 

11 lai có MỈM t MIIK =90° :.> BKM 4 MHK =')()" 

X \\ 1ỈMK = 90° (2). l ừ ( ỉ ) và 12) suy ra (đpcm ). 


1 



9. Dễ dàng chứng minh dược 
ABDF = AEDC (c.g.c) 

=> F| = c.. 

BF = CE. 

Xét 2 tam giác DFP và DCQ chúng có: 

F| = C| 

Hình 125 

DF = DC (A DFC là tam giác đều D = F = C; FP = cọ <FP = BF. 

CỌ = \ CE mà BF = CE (CM trẽn)) suy ra ADFP = ADCỌ => DP = DỌ (I) 

Dề dàng chứng minh dược ABPD = AEỌD (c.c.c) => BDP = í DỌ 
Ta lại có BDP + PDE = 60° (do A BDE là tam giác đều vì c< 
B = Ế = D * 60°). 

Suy ra ÉDQ + PDẼ = 60° = PDQ (2) 

Từ (1) và (2) suy ra (đpcrn). 

10 . Gọi N là trung điếm của HC. Từ N ỊỊ 

kẻ NE // MC => NE đi qua p trung 
điểm của MH đi qua p trung diểm 
của MH (định lí) => NE _L BM (E e 
BM). Trong tam giác BMN, p là trực 
tâm => BP i. MN mà MN là đường 
trung hình của A AHC => AH // MN 
=> AH 1 BP. 

Hình 126 
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Trình bày bìa: 


NGUYỀN VĂN ĐẮC 
PHƯƠNG THẢO 

Vỏ THỊ THỪA 


ĐỂ HỌC TÓT TOÁN THCS 7 - TẬP 2 

In 3 000 cuốn, khổ 16 X 24cm tai Xưởng in Chi nhánh Cõng ti Phát triế. Côrg ngiậ Ví 
Truyén hình - TP Hổ Chi Minh 

Số xuất bản: 639 - 2006/CXB/ 15 - 120/ĐHQGHN. ngày 17/08/2006 

Quyết định xuất bàn sô 292 LK/XB 
In xong và nóp lưu chiếu quý III năm 2006 



